Universita degli Studi di Perugia - Facolta di Ingegneria
Prova scritta di ANALISI MATEMATICA Ila (Ambiente e Territorio)
Appello del 29.06.2001

Svolgere almeno due tra gli esercizi seguenti:

1. Dopo averne giustificata ’esistenza, calcolare il massimo ed il minimo
assoluti ed i punti ove sono assunti, della funzione:

f(z,y) = 22> — 3y* + 22
sull’insieme D = {(z,y) : 22 + 3y* < 1}.
2. Trovere l'integrale generale dell’equazione differenziale:
2y — a2y = x*logzx, x>0

e determinare quella soluzione che verifica i dati iniziali:

3. Calcolare I'integrale doppio:

2y
// re dxdy,
Dy

dove D = {(x,y) : (1/2z) <y < (1/z), (2*/3) <y < (2?/2)}.
(Sugg: conviene porre: (x?/y) =u, xy =v).




Soluzioni della prova scritta di Analisi Matematica Ila
c.l. Ambiente e Territorio
appello del 29.06.2001

1. L’insieme D e compatto, pertanto la f, essendo continua, ammette in

D massimo e minimo assoluti. Per determinarli, consideriamo prima
i punti interni a D. La f é sempre derivabile. Allora risolviamo il
sistema:

Vf(z,y) =0, (x,y) € D°.

L’unico punto critico interno a D ¢ il punto P = (—1/2,0). Essendo
detH(P) = —24 < 0 per ogni (x,y), il punto P & un punto sella. Ora
studiamo cosa avviene sulla frontiera. Qui possiamo utilizzare la teoria
dei massimi e minimi vincolati alla curva di equazione 222 + 3y% — 1 =
0. Utilizzando ad esempio il metodo dei moltiplicatori di Lagrange,
studiamo la lagrangiana:

H(z,y,\) = 2% — 3y + 20 + (227 + 35> — 1).
Il sistema V H (z,y,A) = O fornisce facilmente i punti soluzione
Pl = (_\/5/270)7 P2 = (\/§/Qa0)a

in corrispondenza dei valori di A = (1—v/2)/v2 e A = —(1++/2) /v/2 rispet-

tivamente e 1 punti

Py = (=1/4,—\/7/24), P, = (—=1/4,\/7/24)

in corrispondenza di A = 1. Calcoliamo allora i valori che la f assume
su questi punti. Si ha:

f(Pl):l_\/i f(P2)=1+\/§, f(Ps) = f(Py) = —5/4.

Allora dal confronto tra questi valori risulta che il massimo della fun-
zione é assunto nel punto P, e vale 1 + v/2 mentre il minimo assoluto
é assunto nei punti Ps, Py e vale —5/4.



2. L’equazione differenziale e del tipo di Eulero. Facendo la sostituzione
r = e® si ottiene 'equazione a coefficienti costanti:

n//_277/ — 0

la cui equazione caratteristica ammette le soluzioni Ay = 0, Ay =
2. L’integrale generale del’equazione omogenea associata all’equazione
a coefficienti costanti & allora n(z) = ¢;+c2€?* da cui si ricava l'integrale
generale dell’equazione omogenea associata all’equazione di Eulero:

y(z) = c1 + ez’

Troviamo ora un integrale particolare dell’equazione completa, usando
il metodo della variazione delle costanti. Indicate con ui(x) = 1, ug(z) =
22 le soluzioni indipendenti dell’equazione omogenea, 1l loro wronskiano
dell’equazione e dato dalla matrice:

il cui determinante ¢ detW (z) = 2z. La matrice inversa ¢ allora data
da

wert= [y |

Calcoliamo allora 'integrale vettoriale:

/logl'[ - /ﬂd:p,

cioe gli integrali:

1 1 1
vi(z) = —f/xlogxdx == *logx + —a?

8
/logx |
—o x,
2 g

da cui la soluzione particolare e:

Y(z) = v(@)u(z)+ va(2)uz(z)
z? 1, 22
= —Zloga:—i-gm —i—zlog x




e l'integrale generale dell’equazione completa e:

132

2
y(r) = ¢ + cp® — T log = + éxz + xz log® .

Per determinare ora la soluzione che rispetta i dati iniziali y(1) =
0, ¥'(1) = 0 e sufficiente derivare l'integrale generale ed ottenere un
sistema di due equazioni nelle incognite ¢y, cs.

L’equazione differenziale poteva anche essere risolta ponendo z = 3/’ ot-
tenendo cosi un’equazione del primo ordine in z. Risolta questa, si pro-
cede per integrazione per ottenere y.

. Operando la sostituzione suggerita, occorre ricavare z,y in funzione di
u, v. Si ottiene:

= yM/3pl/3
y = u~ /323

La trasformazione & ammissibile e il suo determinante jacobiano e dato
da detJ(u,v) = (3u)~!. L’insieme D si trasforma, come si vede facil-
mente, nel rettangolo del piano (u,v) dato dalle limitazioni 2 < u <
3, (1/2) < v < 1. Pertanto:

2,zy 1 3 pv
// re dedy = / {/ 6du} dv
D Yy 12 W2 3




UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PERUGIA
Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio
Prova scritta di ANALISTI MATEMATICA Ila
Prova del 23.07.2001

Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.

1. Determinare gli eventuali massimi e minimi relativi della funzione

flz,y) = nyz(; —z+y).

2. Calcolare
(@27 = y)dz — (= = 2y)dy
¥

dove v é la semicirconferenza giacente nel semipiano y > 0, congiun-
gente i punti (0,0) e (2,0) e orientata da (0,0) a (2,0).

3. Risolvere il seguente problema di Cauchy:
y =2y+2(e" +1)/y

y(0) = 4.

(Suggerimento: I'equazione differenziale é di Bernoulli.)



Soluzioni della prova scritta di Analisi Matematica Ila
c.l. Ambiente e Territorio
Appello del 23. 07. 2001

Soluzione del primo esercizio.
Troviamo i punti critici di f ponendo V f(z,y) = 0. Risulta

folz,y) = 2y*(1 - 32 + 2y),

fylw,y) = 2®y(1 + 3y — 22).

Le soluzioni del sistema V f(z,y) = 0 sono (z,0) per ogni z € IR, (0,y) per
ogni y € IR e (1/5,—1/5). Determiniamo ora le derivate parziali seconde.
Si ha

Foo(,y) = y*(1 = 62 + 2y),

1"

f;y(x,y) = 22(1 + 6y — 2z).

Il determinante della matrice hessiana nei punti (z,0), (0,y) é zero, pertanto
non possiamo ancora concludere nulla sulla natura di tali punti, mentre il
determinante della matrice hessiana nel punto (1/5, —1/5) é maggiore di zero
e fo (1/5,—1/5) <0, quindi (1/5, —1/5) é un punto di massimo relativo. Per
stabilire la natura degli altri punti critici, osserviamo che f(z,y) é positiva
nei punti del piano (x,y) con z # 0, y # 0, e y > x — 1/2, mentre é negativa
nei punti del piano (z,y) con x # 0, y # 0 e y < x —1/2 ed infine é nulla nei
punti (x,0), (0,y) e (x,z —1/2). Pertanto i punti (x,0) con z > 1/2 sono di
massimo relativo, i punti (z,0) con x < 1/2 sono di minimo relativo, i punti
(0,y) con y > —1/2 sono di minimo relativo, i punti (0,y) con y < —1/2
sono di massimo relativo, i punti (1/2,0) e (0, —1/2) sono di sella.

Soluzione del secondo esercizio
Posto w = Xdx +Ydy con X =227 —y e Y = 2y — x si ha che w é chiusa
in IR?, essendo X?; =—-1= Y;, e pertanto é esatta. Pertanto per calcolare
I'integrale richiesto ¢ sufficiente trovare una primitiva F' di w. Risulta

F(z,y) = /(—-’L‘ +2y)dy = —zy + y* + ¢(2).



Determiniamo ¢(x) imponendo la condizione F,(z,y) = Y, (x,y). Si ottiene
¢ (z) = 227" da cui, integrando,

o(x) = /x2*xdx.
Risolvendo per parti I'integrale si ha

2—.1’
B log 2

o(z) = - (1/log2 + z).

Quindi

—x

log 2

F(x,y):—:ry+y2— - (1/log2 + z).

Infine

1
= F(2,0) — F(0,0) = ———(3 — 2log 2).
[ = F .0 = F0,0) = (3 - 210s2)

Soluzione del terzo esercizio
La funzione f(z,y) = 2y +2(e” +x),/y ¢ definita e continua nei punti (z,y)
con y > 0. Inoltre f in un intorno del punto (0,4) é di classe C'. Quindi
esiste un’unica soluzione del problema di Cauchy. Risolviamo 1’equazione
differenziale. Posto z = |/y si perviene all’equazione differenziale lineare

/ T
2 =z+e€e +ua,
le cui soluzioni sono
z(x) =xe® —x — 1+ ce”,

e quindi
y(x) = (xe® —x — 1 + ce®)%

Imponendo la condizione y(0) = 4 si ottiene ¢ = 3.



UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PERUGIA
Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio
Prova scritta di ANALISTI MATEMATICA Ila
Prova dell’ 8.09.2001

Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.

1. Dopo averne giustificato l'esistenza, determinare il massimo e il minimo
assoluti della funzione

flzy) = (@22 +y?)e™,

sull’insieme
E = {(z,y) €ER/2* +y* = 1}.

2. Calcolare il seguente integrale superficiale

x
[
= \/1 +sin?y

dove X é la porzione di superficie di equazione

T = UCosv
y=v
Z = COSV

con v € [0,u] e u € [0,7/2].
3. Data l’equazione differenziale
22y — 4y = xlogx

determinare le soluzioni y(x) per le quali esiste finito il lim, .o+ y(z).



Soluzioni della prova scritta di Analisi Matematica Ila
c.l. Ambiente e Territorio
Appello dell’ 8. 09. 2001

Soluzione del primo esercizio.
Poiché E é compatto e f é continua, per il teorema di Weierstrass la fun-
zione ammette il massimo e il minimo assoluti in F.
Consideriamo la funzione f ristretta alla circonferenza e passiamo a coordi-

nate polari. Si ottiene
f(@) — esinGcos9

con 6 € [0, 2m].
F(0) = 5959 (cos 0 4 sin §) (cos § — sin 6).
Studiamo il segno di f’.

cosf —sinf > 0 <—

5 3
0<6<m/4, 7T/2<9§Z7T, §7r<c9§27r.
cosf +sinf > 0 <—

3 3 7
0<6<m/2, Zﬂ'§0<§ﬂ', Zﬂ'§0§2ﬂ'.
Pertanto f cresce in (0,7/4), in (37, 57) e in (Ir,27), mentre decresce in
(7/4,27m) e in (37, Z7). Quindi i candidati ad eseere punti di massimo e
minimo assoluti si trovano tra i punti Py = (1,0), P, = (v/2/2,V2/2), P3 =

(—v2/2,V/2/2), Py = (—v/2/2,—/2/2), Ps = (v/2/2,—/2/2). Si ha
f(pP) =1,
f(P2) = f(Py) = Ve,
F(Ps) = F(Ps) = =

Ve
Percié Py, Py sono punti di massimo assoluto, mentre P, P5 sono punti di
minimo assoluto.

Soluzione del secondo esercizio

oy = (c0s6,0,0), ¢, = (—usinb, 1,—sinv).



w /\ Oy = | cosv|y/sin“ v+ 1.
| pu A | = | cosv]y/sin® v + 1

E={(u,v)/0<u<m7/2, 0<v<u}.

Pertanto

/ x
% /14 sin?y

/2 ; u /2 1
:/ u[smvcosv} du:1/4/ wsin 2udu + —7n° =
0 2 0 0 48
sin 2u u(:OSQur/2 1 3 1 4
2 2

/2 u
ds = / u cos? vdudv = / udu/ cos® vdv =
E 0 0

T TN TL

:1/4[

Soluzione del terzo esercizio
E un’equazione di Eulero. Risolviamo prima l'omogenea associata. Posto
x = e* en(z) =y(e?) siottiene

1" —4dn=0
la cui equazione caratteristica é
N —4=0.

Quindi il sistema fondamentale per ’'omogenea é
1
2
{:E 772}'

x

Determiniamo ora un integrale particolare.

det(W(x)) = -,

pertanto




_ [logx 1 1

vi(x) = 122 dm:—glogx—@,
2 L 3 L 3
vo(z) = —1/4/1‘ log xdx = 3% logx—%—%a: .
Quindi
y(z) = —llogac - laz — ia:logac + ix
4 4 12 36"

e percio I'integrale generale dell’equazione differenziale é

1 1 1 1
y(z) :cle—l—% - Zlogm— 1%~ Emlogm%—%x.

Affinché esista finito il lim,_,+ y(x) deve essere ca = 0.



UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PERUGIA
Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio
Prova scritta di ANALISTI MATEMATICA Ila
Prova del 29.09.2001

Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.

1. Determinare il massimo e il minimo assoluti della funzione
flz,y)=(x =2+ (y—2)* -2
sull’insieme

E={(z,y) €ER?/x >0,y > 0,2° + y* < 8}.

2. Stabilire se la seguente forma differenziale lineare é esatta nel suo insieme
di definizione:
72

2
2 | 2
——— +log(z® +y7)| dy.

_ .3
w(x,y)—x IEQ‘l—y

m + 10g(l‘2 + y2)] dx+y3 [

1
3. Dopo aver verificato che y(z) = §$2 + 1 é soluzione dell’equazione dif-

ferenziale
(° + z)y" + 2y — 23y =0,

determinare l'integrale generale.



Soluzioni della prova scritta di Analisi Matematica Ila
c.l. Ambiente e Territorio
Appello del 29. 09. 2001

Soluzione del primo esercizio.
Troviamo i punti critici di f ponendo V f(x,y) = 0. Risulta

f:::(x7y) = Q(x - 2)7

fy(@,y) =2(y —2).

La soluzione del sistema V f(z,y) = 0 é (2,2) e tale punto appartiene alla
frontiera di E. Pertanto non ci sono punti critici interni ad E. Studiamo
quindi la frontiera. Consideriamo la restrizione di f alla retta y = 0, con
0<z<2V2 Siha

g(@) = (@ —2)? +2.

Imponendo ¢'(x) > 0 si ottengono i punti (0,0), (2,0) e (2v/2,0). Esamini-
amo ora la restrizione di f alla retta z =0, con 0 < y < 2v/2. Si ha

h(y) = (y —2)° + 2.

Analogamente al caso precedente si ottengono i punti (0, 0), (0,2) e (0,2v/2).
Studiamo infine la restrizione di f al quarto di circonferenza, passando a

coordinate polari
x = 2v/2cosb
y = 2v/2sinf
con 0 € [0,7/2]. Si ottiene

f(0) =14 — 8v/2(sin § + cos 9).
f'(8) = —8v2(cos § — sin ).
Studiando il segno di f’ si ha che f(#) cresce in (0,7/4) e decresce in
(7/4,7/2). Pertanto gli altri punti critici sono (2,2), (2v/2,0) e (0,2v2).
f(0,0) =6,
f(2,0) = £(0,2) =2,
F(2v/2,0) = £(0,2v2) = 10 — 8v2,



£(2,2) = 2.
Pertanto (2,2) é punto di minimo assoluto, mentre (0, 0) é punto di massimo
assoluto.

Soluzione del secondo esercizio
Il dominio di w é IR?\ {(0,0)}. Verifichiamo la chiusura

2$3y3
!/ !
Xy = 2+ y2)2 Ye.

Poiché il dominio di w non é in insieme convesso e nemmeno stellato, la
chiusura non implica ’esattezza. Per verificare 'esattezza di w, é sufficiente
provare che l'integrale curvilineo di w lungo la circonferenza di centro (0, 0)
e raggio unitario é nullo. Passando a coordinate polari si ottiene

2m
/ [~ sin @ cos® 6 + sin® @ cos 0]df =
0
2m 2m
= / —sin @ cos® 0dO + / sin® @ cos 0df =
0 0
2
1/6 {6086 0 + sin® 9}0 =0

Quindi w é esatta in IR?\ {(0,0)}.

Soluzione del terzo esercizio
facilmente si verifica che y;(x) = 5332 +1 é soluzione dell’equazione differen-
ziale. Normalizzando I’equazione si ottiene

/! 2 / 2

- — 0.
4 +9:3+:1:y :c2+1y

Un’altra soluzione linearmente indipendente é data da

e fa(z)d:p
la) = (@) [ e

. Usando la formula di Hermite si ha

dove a(z) = — n
3+

_/ (x2+1 / dx+/a:2+1x_



2+ 1

= —2logx +log(z? +1) = log "

Pertanto

1 a? +1
pa(@) = (52° + 1)/Mdm — -

Quindi I'integrale generale é




UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PERUGIA
Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio
Prova scritta di ANALISTI MATEMATICA Ila
Prova del 6.12.2001

Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.
1. Determinare gli eventueli massimi e minimi relativi della funzione
flay) =1 +a2" +y)e .
Determinare inoltre il massimi e il minimo assoluti della f(z, y) sull’insieme

E={(z,y) € R*/|z| <1, |y| < 1}.

2. Calcolare il seguente integrale

1
Iy — ——
//D<a: y+1>dxdy,

dove D ¢ la regione di piano, contenuta nel primo quadrante, interna
alla circonferenza di equazione x? +4* = 1 e appartenente al semipiano
y—ax >0.

3. Risolvere il seguente problema di Cauchy:

{ y = (1—964)%

y(1) = ¥/



Soluzioni della prova scritta di Analisi Matematica Ila
c.l. Ambiente e Territorio
Appello del 6. 12. 2001

Soluzione del primo esercizio.
Troviamo i punti critici di f ponendo V f(x,y) = 0. Risulta

folz,y) = V(@ 4y + 2z + 1),

fi(xy) = —e"Y(2® +y).

La soluzione del sistema Vf(z,y) = 0 é (—3,—1). Determiniamo ora le
derivate parziali seconde. Si ha

1

fou(Tyy) = e“":_y(:lc2 +4x+3+y),

foy(@,y) = —€"V(2® + 220+ y),

"

fyy(x7y) = eziy(w2 ty - 1)

Il determinante della matrice hessiana nel punto (—%, —i) 6—2 3 e dunque
tale punto é un punto sella.

Determiniamo ora il massimo e il minimo assoluto di f in F, che esistono
essendo E compatto e f continua. Studiamo f ristretta alla frontiera di E.

Sulla retta
r=1
™ =
y=y

con —1 <y <1, f decresce. Sulla retta

o — r =2
2 = yzl

con —1 <z <1, f cresce. Sulla retta

. z=-1
3:
Y=y
con —1 <y <1, f decresce. Sulla retta
el T=T
1= =21



con —1 <z <1, f haun punto di massimo relativo in z = 0. Pertanto i
punti candidati ad essere di massimo e minimo assoluto vanno ricercati tra
ipunti (1,1), (-1,1), (-1,-1), (1,-1), (0,—1). Siha

f(lv 1) = 37
f(=1,1) = 3e72,
f(=1,-1) =1,
f(lu_l) =

f(0,-1)=0.

Quindi il massimo assoluto é €2 ed é assunto in (1, —1), mentre il minimo
assoluto é 0 ed é assunto in (0, —1).

Soluzione del secondo esercizio
Usando le formule di Green, si ottiene

1 T
2:c—>da:d :—/ / 2xydr =
// ( y+1 Y +Fr(D) Y+ 1 Y +Fr(D) Y

jus \20 jus
:—/ —dt—2/ t2dt—/2 CLd@Jrz/Q cos Osin? 0d =
0 t+1 1+sinf ™

V2 V2 V2 %1—sin29

Z—?—Hog(f%-l)—ﬂ mov2, 2 ﬁ
zlog(\f+1)—z+2_3\/§.

N

EEINE]

1T 9 T3 %

Soluzione del terzo esercizio
— 7 y é definita in D = {(x,y) € R* : = # 0}.
Considerato un intorno del punto (1,63/ 4) € D contenuto nel primo qua-

drante, si ha che f é continua, parzialmente serivabile rispetto ad y con fg;
continua. Quindi, per il Teorema di Picard-Peano, il problema di Cauchy

La funzione f(z,y) =




ammette un’unica soluzione.
L’equazione differenziale é a variabili separabili. Integrando si ottiene

1— 4
/y_ldyZ/ L da,
X

1
logy =logx — Zx‘l—i—c

da cui

con ¢ € IR. Quindi
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Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.
1. Determinare il massimo e il minimo assoluti della funzione
fl,y,2) = (x +y)z
sull’insieme

E={(v,y,2) € R*/2* +y* + 2* = 1}.

2. Calcolare il seguente integrale

/ zdS
»

dove X é la parte di superficie z = xy che si proietta sull’insieme
D={(z,y) € R*/a* +y* <1, 0<y<uzV3}.
3. Tra tutte le soluzioni y(z) dell’equazione differenziale
X

y'+y -2y =e

determinare quella per la quale lim,_,_, y(z) = 0.



Soluzioni della prova scritta di Analisi Matematica Ila
c.l. Ambiente e Territorio
Appello del 10. 01. 2002

Soluzione del primo esercizio.
La funzione & continua sull’insieme F e quindi ammette massimo e minimo
assoluti. Utilizziamo il metodo dei moltiplicatori di Lagrange. Risulta

F(xvyvz7)\) = ($+y)z+)\(x2 —I—y2 +22 — 1)
Pertanto il sistema ¢ il seguente:

z4+2X =0
z4+2\y =0
r+y+222=0
By +22-1=0

le cui soluzioni sono:

—_
[a—

A= (337)
v (533
w3k
1 1 1
Pi=(-p-5-v)
1 1
= (5-750)
1 1
ro= (-7 v5"):

Calcoliamo ora il valore assunto da f nei sei punti trovati:

SP) = .
P — 1
f(P) =~
f<P3>:—¢1§,



f(P5) = f(Ps) = 0.
1
Pertanto il massimo assoluto e \ﬁ, assunto nei punti P; e P;, mentre il

.. 1 . .
minimo assoluto € ———, assunto nei punti P, e Pj.

V2

Soluzione del secondo esercizio

Risulta
zdS://a;\/l—i-an—i- 2dxdy.
/E 5 Y Y Y

Passando a coordinate polari, si ottiene

T 1
/ 2dS = /3 sinﬁcosﬁdﬂ/ P31/ 1+ p2dp.
b 0 0

Per quanto riguarda il secondo integrale, operando la sostituzione 1+ p? = ¢2

si ha v
1 2 2 +2v/2
/p31+M@:/ ﬁ@—bﬁ:isd
0 1

mentre per il primo integrale si ha

/§ sin ¥ cos 9dvY = 1/3 sin 29dY = §
0 2 Jo 8

Pertanto

14++2
/EZdS_ 50

Soluzione del terzo esercizio
L’equazione differenziale ¢ a coefficienti costanti. L’equazione caratteristica
dell’omogenea associata e

N4A—2=0,

che fornisce le soluzioni A = 1 e A = —2. Pertanto 'integrale generale dell’

omogenea €

y(x) = c1e® + coe™ 2.



Ora, poiche o = 1 & soluzione dell’equazione caratteristica e 2o + a = 3, un
integrale particolare dell’equazione ¢

1
~v(x) = gaje‘”.

Quindi, le soluzioni dell’equazione sono

1
y(x) = c1e” + cpe 2 + gmex.

Le soluzioni che verificano la condizione

lim y(z)=0

r——00

sono quelle con ¢y = 0.



UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PERUGIA
Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio
Prova scritta di ANALISTI MATEMATICA Ila
Prova del 05.04.2002

Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.

1. Determinare gli eventuali massimi e minimi relativi della funzione
fla,y) =a" +y* —2(x —y)*.

2. Stabilire se la forma differenziale lineare definita dalla

Y 2—x
= -2 —_—d
“ Y2+ (x — 2)? x+y2+(x—2)2 ¥

¢ esatta nel suo dominio di definizione.
3. Risolvere il seguente problema di Cauchy:

. T n 1
= N PRI NE

y(0) = 2.



Soluzioni della prova scritta di ANALISI MATEMATICA Ila
c.l. Ambiente e Territorio
Appello del 5.04.2002

Soluzione del primo esercizio
Imponendo la condizione V f = 0 si ottiene il seguente sistema:

P —x+y=0
y3+x—y:0

che fornisce le soluzioni
Pl = (070)) PQ = (\/57_\/§)> P3 = (_\/57 \/i)

Studiamo la natura di tali punti utilizzando la matrice Hessiana. Risulta

fly = 4(32% - 1),
4,4
foy =403y* - 1).
Calcolando il determinate dell’Hessiana nei tre punti si ottiene
|H(P)| >0,
cioe P, € un punto di minimo relativo,
|H(P3)] >0,

cioe P3 & un altro punto di minimo relativo, mentre

|H (p1)| = 0.

Per stabilire la natura del punto P consideriamo la restrizione di f alla
retta r : y = 0 e poi alla retta v’ : y = x. Nel primo caso si ottiene che il
punto z = 0 ¢ di massimo relativo per f|,., mentre nel secondo caso si ottiene
che z = 0 & un punto di minimo relativo per f),s, pertanto il punto P; & un
punto sella.

Soluzione del secondo esercizio

La funzione f(z,y) =

x
- & continua in IR?. Inoltre f/ &
x2+1y+(x2+1)2 Ty
continua. Pertanto, per il Teorema di Picard-Peano, il problema di Cauchy



ammette un’unica soluzione. Risolviamo dunque ’equazione differenziale.

Risulta
y(x) = el a@)d {c—i— /ﬁ Jo@ dxdx}
dove a(z) = — T e B(x) = ————. Si ha
o ox241 N (x2 +1)2°
1 2
/a(m)dw =5 log(z* + 1),
mentre .
a(a: dxdx )

/5 V14 22

Pertanto

)=\ e

Imponendo la condizione y(0) = 2 si ottiene ¢ = 2.

Soluzione del terzo esercizio
Facilmente si verifica che w & chiusa in IR?\ {(2,0)}. Valutiamo ora

fo*
c

dove C ¢ la circonferenza di centro (2, 0) e raggio 1, di equazioni parametriche

r =24 cost
y =sint

Si ottiene quindi
2
/ w= —/ (sin?t + cos? t)dt = —2m # 0,
C 0

e pertanto w non & esatta in IR?\ {(2,0)}.



UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PERUGIA
Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio
Prova scritta di ANALISTI MATEMATICA Ila
Prova del 29.06.2002

Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.

1. Dopo averne giustificato l'esistenza, determinare il massimo e il minimo
assoluti della funzione

f(xayaz) =2x2+3y2+22—2x—2y,

soggetta al vincolo
2yt =4

2. Sia 7 la curva in IR? di equazioni paramentriche
z(t) = (t+ 1)e*
y(t) =2t — 12
con t € [0, 1].
Calcolare I'area della regione di piano D delimitata dalla curva v e dalle
rette di equazioni y = 0, =z = 2e.
3. Data I’equazione differenziale
xzy” + 3$y/ o 3y _ :L‘Qex

determinare le soluzioni y(x) per le quali lim,_._, y(z) = 0.



Soluzioni della prova scritta di Analisi Matematica Ila
c.l. Ambiente e Territorio
Appello del 29. 06. 2002

Soluzione del primo esercizio.
Poiche la funzione & continua in IR? e il vincolo & un insieme compatto, per
il Teorema di Weierstrass la funzione ammette massimo e minimo assoluto.
Esplicitiamo il vincolo rispetto a z2. Pertanto dobbiamo ricercare i punti
di massimo e di minimo assoluto della funzione di due variabili g(z,y) =
22 4 2y? — 22 — 2y + 4 sull'insieme D = {(z,y) € IR? : 22 + y> < 4}.
Troviamo i punti critici interni a D di g ponendo Vg(z,y) = 0. Risulta

ga;(l'vy) =2z — 27

gy(@,y) =4y — 2.

1
La soluzione del sistema Vg(z,y) =0 ¢é (1, 2), che ¢ un punto interno a D.

Studiamo ora g ristretta alla frontiera di D. Parametrizzando la circon-
ferenza 22 + y? = 4, si ottiene la funzione

h(t) = 4cos®t + 8sin®t — 4cost — 4sint + 4,
con t € [0,27]. Determiniamo ora gli zeri di A'. Si ha
h'(t) = sin 2t + sint — cost.

Risolvendo I’equazione sin 2t = cost —sin ¢ graficamente, si ottiene h'(t) = 0

T 3
pertztlet:tg,dove0<t1<1e7r<t2<7.

Abbiamo cosi trovato i seguenti punti critici:

1
Pl:<]-72>7

Py, = (2costy,2sinty),
P3 = (2costa, 2sints).
Ponendo z; = 2cost;, y; = 2sint;, con ¢ = 1,2, si ottiene

5

f(Pl):§7



f(P) = x% + 2y% — 2x1 — 2y1 + 4,
f(Ps) = a7 +2y7 — 231 + 2y + 4.

Quindi f(P2) < f(P3). Inoltre f(P3) > 4 e quindi possiamo concludere che
P, & punto di minimo assoluto, mentre P53 ¢ punto di massimo assoluto.

Soluzione del secondo esercizio
Usando le formule di Green, si ottiene

m(D) = / xdy =
+Fr(D)
1 1
_ / 2edy — / (t + 1)el(2 = 2t)dt =
0 0
1
=2+ 2/ t2etdt.
0
Utilizzando la formula di integrazione per parti, si ottiene infine

m(D) = 2e — 2.

Soluzione del terzo esercizio
L’equazione omogenea associata ¢ un’equazione di Eulero. Posto e = x si
ottiene la seguente equazione a coefficienti costanti:

0" +2n —3n=0,

che ammette il sistema fondamentale di soluzioni {e?, e 3?}. Pertanto,
I'integrale generale della omogenea e
C2
r)=cr+ —,
y( ) 1 3

con ci,cy € IR.
Determiniamo ora un integrale particolare, utilizzando il metodo della vari-
azione delle costanti.

o@) = [ F@ @) ( " )dx,



dove f(x) =€ e

3 1
-1_ | 4z 4
W)™ = é ot
4 4
Pertanto 1
vi(x) = - [ e"dx = —e”,
4
1
v2 =7 zte®dx =

1
=e” (—4x4+x3—3x2+6x—6) .
Quindi la soluzione dell’equazione data e

2 3 6 6 )
= e 1 - - .
y(z) =1z + 3 +e ( . + po R

La soluzione che verifica la condizione richiesta si ottiene ponendo ¢; = 0.



Soluzioni della prova scritta di Analisi Matematica Ila
Ingegneria per I’Ambiente ed il Territorio
appello del 07.09.2002

1. Essendo
f(h,O) _f<070> -1
h -
si ha subito f;(0,0) = 1. Analogamente risulta f;(0,0) = 2. Se f fosse
differenziabile si avrebbe

f(h k) = £(0,0) = hf,(0,0) + kf,(0,0) + Vh2 + k2e(h, k)

cioe

h? — 2k?
ﬁ:h"‘Qk‘i‘ \/h2+k2€(h,k>

da cui ricavando e(h, k),

hk
(h —k)Vh2 + k2

che non e infinitesimo, come facilmente si verifica passando in cordinate
polari, per (h, k) — (0,0). Quindi la f non e differenziabile nell’origine.

e(h,k) = —

Un metodo alternativo consiste nel far vedere che la f non ¢ continua
nell’origine. Tuttavia la prova che il limite per (z,y) — (0,0) non &
uniforme rispetto all’argomento ¢ non ¢ in tal caso agevole.

2. Indicato con D il solido in questione, occorre calcolare I'integrale doppio:

volD = // ydxdy,
c

dove C = {(z,y) € R?* : 2> +y* < a®, x>0, y > 0}. Si ha facilmente
passando a coordinate polari:

w/2 a
volD = / dl?/ 0 sin ¥dp
0 0

3 /2 3
_ “L/ sinddd = -
3 Jo 3



3. L’equazione e del tipo di Eulero. Due soluzioni indipendenti dell’equazione
omogenea associata sono date da

uy(z) = x_l/z, ug(z) = z2,

definite per x > 0. Per ottenere una soluzione particolare dell’equazione
completa, una tale soluzione puo essere facilmente ricercata tra le fun-
zioni lineari del tipo ax+b. Tuttavia si puo seguire il metodo della varia-
zione delle costanti. La matrice wronskiana delle soluzioni {u;,us} ha
determinante uguale a (5/2)z'/2, e la matrice inversa ¢ data da:

2 [ 941/2 _ 32
-1 _ “ )
Wt =2 | 2 o
Pertanto un integrale particolare avra la forma

u(z) = uy(z)vi(z) + ua(z)va(2),

dove la funzione vettoriale v(z) = (v1(x), v2(z)), ¢ data dalla formula:
1 1 2x1/2’ — 3/2 0
v(z) = 5/5 [ x2/2, 1 °l dx.

vi(z) = —(2/15)x3/2, vao(w) = —(1/5)z 71,

da cui segue facilmente u(z) = —x/3. L’integrale generale dell’equazione
e allora dato da:

Risulta

n(z) = cro™? + cox® — 2/3,

per ogni x > 0. Per determinare ora la soluzione del problema di Cauchy
bastera utilizzare i dati iniziali per ottenere ¢; = 62/15, ¢ = 6/5 e
quindi la soluzione:

62 5 6, @



Universita degli Studi di Perugia - Facolta di Ingegneria
Prova scritta di ANALISI MATEMATICA IIa (c.l. Ambiente-Territorio)-
Appello del 07.09.2002
Risolvere gli esercizi seguenti:

1. Si consideri la funzione:

x? — 2y°
f(:L‘): T —y ) l‘#?/
0, rT=1y

Calcolare, se esistono, le derivate parziali prime nell’origine e dire inol-
tre se in tale punto la f ¢é anche differenziabile.

2. Determinare il volume del solido che si trova nel primo ottante, dentro
il cilindro 22 4+ y? = a? e sotto il piano z = y.

3. Risolvere il problema di Cauchy:

202y — 2y — 2y = x,
y(1) =5,
y'(1) =0.



Soluzioni della prova scritta di Analisi Matematica Ila
Ingegneria per I’Ambiente ed il Territorio
appello del 28.09.2002

1. Considerata I’equazione
fla,y) =2’y + (z = 1)e! —ay +5=10,

in corrispondenza di x = 0 otteniamo l'unica soluzione y = log 5. Dunque
I'unico punto soluzione sull’asse y ¢ il punto (0,log5). Calcoliamo ora
il gradiente f. Risulta:

folw,y) = 3%y + e —y, fila,y) =a° + e’ — e — 1,

e f,(0,log5) = =5 # 0, per il teorema di Dini sulle funzioni implicite,
I’equazione e localmente esplicitabile rispetto ad y e la funzione y =
y(z) & di classe C'. Essendo

f2(0,log5)
£1(0,1og 5) ’

per il teorema della permanenza del segno esiste un intervallo conte-
nente 0 ove risulta y'(z) > 0, pertanto ivi la y ¢ crescente.

y'(0) =

2. La curva C ha equazioni parametriche (t) = (¢,t?), per t € [0,1]. Oc-
corre allora calcolare I'integrale:

1 3 1
Xdr+Ydy — / ) a /2t4dt
/c T ray 0 <t2+1> + 0

_ /1(75 t )dt+2
—J 2+ 1 5
1 1

2 9
. Clog24 = _9log2.
5 T 9l08e Ty =g A8

3. L’equazione ¢ del tipo di Bernoulli. Ponendo z = /¥ ci riduciamo alla

equazione lineare
, 1 1

__m+12+2(x2—1)’

1



il cui integrale generale, per x > 1, ¢ dato da

" /1 o de g
2(22 - 1)

c +110g(m—1)
r+1 2 xz+1 °

z(x) = e/

L’integrale generale dell’equazione originale ¢ dato allora da

y(a:):( c +110g(x_1)>2.

r+1 2 z+1

Per selezionare la soluzione che soddisfa al dato iniziale, ¢ sufficiente
ricavare ¢ dalla relazione

(c+1/2)* = (e +2)°

La relazione suddetta fornisce due valori di ¢, uno positivo e 'altro
negativo. Tenendo conto che deve essere y > 0, sceglieremo la radice
positiva:

1

1
S 9)2 _ =
c 4—|—(e+) 5



Universita degli Studi di Perugia - Facolta di Ingegneria
Prova scritta di ANALISI MATEMATICA IIa (c.l. Ambiente-Territorio)-
Appello del 28.09.2002
Risolvere gli esercizi seguenti:

1. Data ’equazione
3y +(x—1)eY —xy +5=0,

mostrare che essa possiede un unico punto soluzione sull’asse y. Inoltre
provare che in un intorno di tale punto essa definisce implicitamente
una funzione y = y(z) che & crescente in un intorno dell’origine.

2. Calcolare il lavoro compiuto dal campo vettoriale

Ty
Fla,y) =2
(z,y) (x2+17 xy)
per spostare un punto P dall’origine (0,0) al punto (1,1) lungo la
parabola y = 2.

3. Risolvere il problema di Cauchy:

> B

/ _
y+x—|—1y_x2—1’

yle+1) =1



Universita degli Studi di Perugia - Facolta di Ingegneria
Prova scritta di ANALISI MATEMATICA IIa (c.l. Ambiente-Territorio)-
Appello del 9.12.2002

Risolvere gli esercizi seguenti:

1. Dopo averne giustificato 1’esistenza, determinare il massimo ed il mini-
mo assoluti della funzione:

flz,y) = 2Pye ),

nell'insieme A = {(z,y) : ¢ > 0, y > 0, z +y < 4}, e i punti del
dominio ove vengono assunti.

2. Si consideri la forma differenziale lineare

w(z,y) = (r—y+log(y+1))de + 2y — z + yf_l)dy.

Dire se w e esatta nel sempiano y > —1 e in caso affermativo calco-
lare le primitive. Determinare infine quella primitiva P(x,y) tale che
P(0,0) = 1.

3. Risolvere il problema di Cauchy:



Soluzioni della prova scritta di Analisi Matematica Ila
Ingegneria per I’Ambiente ed il Territorio
appello del 09.12.2002

1. Considerata la funzione f(x,y) = x?ye~@+¥) si osservi anzitutto che
esistono il massimo ed il minimo assoluti, essendo f continua e I'insieme
A chiuso e limitato, grazie al teorema di Weierstrass. Dall’esame del
segno (positivo) della funzione in A, & ovvio che il minimo assoluto
vale 0 ed ¢ assunto dalla funzione nei punti del tipo (x,0), 0 <z <4e
nei punti (0,y), 0 < y < 4, che appartengono alla frontiera. Non ci
sono altri punti in A ove la f si annulla. Per la ricerca del punto ove il
massimno viene assunto, consideriamo intanto i punti interni ad A. Si

ha
Vi(z,y) = (zye (2 — ), 2% ") (1 - y)) = (0,0) in A°

se e solo se (x,y) = (2,1). Tale punto, esaminando la matrice hes-
siana, ¢ un massimo relativo (tuttavia lo studio della matrice hessiana
non e necessario, perche stiamo cercando i punti di minimo e massimo
assoluti). Il valore che f assume in (2,1) & 4e3. Esaminiamo ora la
frontiera di A. Sui segmenti (z,0), 0 <z <4 e (0,y), 0 <y <4, ab-
biamo gia detto che f assume il minimo, essendo qui identicamente
nulla. Rimane da esaminare il comportamento di f sul segmento di
retta x +y = 4, © € [0,4]. La restrizione di f su tale segmento ¢
determinata dalla funzione di una variabile

g(x) = 22(4 —x)e™?, z €[0,4].

La derivata di ¢ si annulla in z = 8/3 e in tale punto si ha un massimo
per la g. In corrispondenza, il valore che f assume nel punto (x,y) =
(8/3,4/3) & e74256/27, che & pilt piccolo di 4e73. Pertanto il massimo
assoluto ¢ 4¢3, assunto nel punto (interno) (2,1).

2. La forma differenziale w & di classe C', ¢ definita sul convesso {(z,vy) :
y > —1} e pertanto per provare che & esatta ¢ sufficiente provare che
e chiusa. Questo si verifica facilmente. Calcoliamo allora le primitive.
Possiamo procedere in questo modo: se P(x,y) ¢ una primitiva allora



deve risultare
P(z,y) = /[:U —y +log(y + 1)ldz + (y)
1
= 59[:2 —xy +xlog(y + 1) + (y),

dove qui ¢ & un’arbitraria funzione di classe C*, definita almeno per
y > —1. Derivando ora rispetto ad y deve risultare
x
P, ) =2y — R I s Y ) > —1
W (T y) =2y v gy perogn (z,9), v
Da questa segue subito che deve essere ¢'(y) = 2y, e quindi p(y) =

y? + ¢, con c costante arbitraria. Infine la primitiva che assume il
valore 1 nell’origine si ottiene con ¢ = 1, cioé

1
P(z,y) = 52* —ay+wlogly + 1) +¢* + 1.

. L’equazione pud essere facilmente ricondotta ad una equazione del
primo ordine ponendo z = ¢/. In tal modo ci riduciamo alla equazione

22

/ —
A E = 0,
che e a variabili separabili:
dz dx
2w
il cui integrale generale ¢ dato da
21
w) = 1 —2cx?
Dovendo essere y'(1) = 1, si ha 2(1) = 1, da culi si ricava ¢ = —1/2. Si
ha quindi:
222
z(z) = 21

Per ottenere ora la soluzione del nostro problema, e sufficiente risolvere
I’equazione vy’ = z, che ha soluzioni

222

2



Si ottiene y(x) = 2(z—arctan x)+k. Dovendo essere y(1) = 2 ricaviamo
facilmente k = /2, cioe

y(x) = 2(x — arctanx) + 7/2.



Universita degli Studi di Perugia - Facolta di Ingegneria
Prova scritta di ANALISI MATEMATICA IIa (c.l. Ambiente-Territorio)-
Appello del 10.01.2003
Risolvere gli esercizi seguenti:

1. Determinare il flusso del campo vettoriale
F(z,y,2) = (2%, —2zy,102),

uscente dalla frontiera della regione A del primo ottante delimitata dai
piani coordinati e dal piano di equazione 2z 4 2y + z = 2.

2. Determinare i punti piu vicini all’origine degli assi, sulla curva di inter-
sezione delle due superfici

-yt —z=1, ¥+ =1
(Suggerimento: trovare una rappresentazione parametrica della curva).

3. Risolvere il problema di Cauchy:

vy’ — by = \/x,
y(1) =0,
y(1) = 1.



Soluzioni della prova scritta di Analisi Matematica Ila
Ingegneria per I’Ambiente ed il Territorio
appello del 10.01.2003

1. Utilizziamo il teorema della divergenza. Risulta divF = 2z —2z+10 =
10, e quindi si ha:

flusso F' = /// 10dxdydz,
D

dove D e la regione del primo ottante delimitata dai piani coordinati e
dal piano di equazione 2x + 2y + z = 2. Si ha:

2 10 (2 1
flusso F' = 10/ dz // dxdy = 0/ (2 —2)%dz = —O
0 D(2) 8 Jo 3

2. Troviamo innanzi tutto I'equazione parametrica della curva determi-
nata dalle equazioni:

?—xy+yt—z=1

Dalla seconda equazione poniamo z(t) = cost, y(t) = sint, con t €
0, 27]. Infine dalla prima ricaviamo subito z(t) = — costsint = —(1/2) sin 2¢.
Pertanto la curva ha rappresentazione parametrica:

1
@(t) = (cost,sint, 5 sin2t), t € [0, 2x].

Determiniamo ora i punti di coordinate ¢(t) che hanno minima distanza
dall’origine. Possiamo considerare per semplicita i punti che minimiz-
zano il quadrato della distanza, cio¢ determiniamo i punti di minimo
assoluto della funzione:

1 1
F(t) = |p(t) — O = cos*t + sin®t + 1 sin®2t = 1+ 1 sin? 2t,

sull’intervallo [0,27]. Essendo F'(t) > 1, per ogni t € [0,27], questi
saranno quei punti per i quali sin?2¢t = 0. Questa ¢ vera per ¢ =
0, /2, 7, (3/2)m, 2m, che dannoi punti (1,0, 0), (0, 1,0), (0,—1,0), che
distano 1 dall’origine.



3. L’equazione ¢ del tipo di Eulero. L’equazione omogenea associata ha
soluzioni uy (z) = 272, ug(z) = 23, per x > 0. L’equazione omogenea
associata ha allora 'integrale generale:

u(z) = cruy(x) + coua(x),

con ¢y, ¢y costanti arbitrarie. La matrice Wronskiana di uy, us, ¢ allora:

W(z) = lul(@, () ] :l Vet o ]

uy(z),  uh(z) —2/z%,  32°
e la sua inversa e data quindi da:

_ 1| 322 — 2
Wl(x):5l2/x37 1/$2]

La soluzione particolare ¢ del tipo vy (z)u(x) 4+ v (z)us(x), dove v(x) =
(v1(x),v2(x)) si determina con 'integrale:

-t 1 i)l

Risulta:
1 2
vy (z) = —g/x‘r’/Qd:L’ = —ﬁmjﬂ
1 2
vo(x) = R /x_5/2dx = —1—5:10_3/2.
Una soluzione particolare e allora data da
4
y(x) = vi(x)u (z) + vo(z)uz(x) = —ix?’ﬂ.
L’integrale generale dell’equazione ¢ quindi
€1 5 4 3/2

n(x) = o + cox” — TR
La soluzione particolare che risolve il problema di Cauchy si ottiene per
1 =1/7, ¢a =1/3, cioe si ha:

1 4 3/2

=raty Tt



Universita degli Studi di Perugia - Facolta di Ingegneria
Prova scritta di ANALISI MATEMATICA IIa (c.l. Ambiente-Territorio)-

Appello del 28.03.2003
Risolvere gli esercizi seguenti:

1. Calcolare I'integrale doppio:

2
LY

dxd

//17x2+y2 aad

dove D = {(z,y) € R?*:y >z, 1 < a?+y? < 4}.

2. Sia w(z,y) = zydr + ydy, (x,y) € IR%. Verificare che se v ¢ la circon-
ferenza di equazione

?+y—a?=r acR rcR",

/w:O,
Y

per ogni valore di a ed r. Si pué concludere che il campo vettoriale
Qz,y) = (zy,y), (z,y) € IR? ¢ conservativo?

risulta:

3. Dopo aver riconosciuto che esso ammette soluzione unica, risolvere il
problema di Cauchy:

y' =2ty =e,
y(0) =1, ¢'(0)=0.



Soluzioni della prova scritta di Analisi Matematica Ila
Ingegneria per I’Ambiente ed il Territorio
appello del 28.03.2003

1. Passando in coordinate polari si ha subito:

Y dr = 7 cosoisingds [ o2
[,y ety = [ cost(sinayas [ gy
B lsmser“/‘* lp:gr_ V2

3 30 18

w/4 1
2. La circonferenza v ha equazioni parametriche:

r(t) = (z(t),y(t)) = (rcost, r(a+sint)), t € [0,2n].

Il vettore derivato ¢ dato da 7/(t) = (—rsint, rcost), e quindi usando
la definizione di integrale curvilineo si ha:

27
/ w = / [—r3 cost(a + sint)sint + r*(a + sint) cos t]dt
v 0

o[ cos?t  sin®t . cos?t]*"
= r°|ar -7 + asint — =0,
2 3 2 |,

qualunque siano a € IR e r € IR". Si osservi che questo non implica
che il campo vettoriale Q(z,y) = (zy, y) sia conservativo. Infatti in tal
caso la forma non e chiusa, perche posto X (z,y) = zy, Y(z,y) =y, si

ha 0X oy

Cid non e ovviamente in contraddizione con le classiche condizioni nec-

essarie e sufficienti per 1'esattezza perche le curve ~ considerate, costi-
tuiscono particolari curve chiuse.

3. L’equazione ¢ lineare e a coefficienti costanti e quindi dalla teoria segue
che il problema di Cauchy ammette un’unica soluzione che soddisfa i



dati iniziali.
Determiniamo prima l'integrale dell’equazione omogenea associata:

y' =2y +y=0.

L’equazione caratteristica & (A — 1) = 0, che possiede la radice A =
1, doppia. Le soluzioni corrispondenti sono allora date da:

ui(x) = €%, us(x) =ze®, x € R.
L’integrale generale dell’equazione omogenea e pertanto dato da:
y(r) = cre” + coxe®, ¢y, € IR.

Per determinare un integrale particolare dell’equazione completa, tenendo
conto che i coefficienti sono costanti, possiamo utilizzare i metodi parti-
colari. Il secondo membro ¢ f(z) = e, quindi ¢ del tipo Ae®”, con A =
lea =1.0raa =1 e soluzione dell’equazione caratteristica ed inoltre,
indicato con a il coefficiente di y' cioe a = —2, risulta 2a + a = 0. Per-
tanto una soluzione particolare ¢ data da y(z) = (2?/2)e*. L’integrale
dell’equazione completa ¢ quindi:

2
T

xr
n(x) = y(x) +5(x) = c16” + cpze” + e,

per x € IR. Determiniamo infine l'integrale particolare che soddisfa
i dati iniziali. Derivando n(z) ed imponendo le condizioni iniziali, si
ottengono le relazioni:

C1:17 C2+Cl:O7

da cui si ricava subito ¢; = 1, ¢g = —1. La soluzione cercata e:

2

u(z) =e" —xe” + %ex, z € IR.



UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PERUGIA
Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio
Prova scritta di ANALISTI MATEMATICA Ila
Prova del 30.06.2003

Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.

1. Dopo averne giustificato l'esistenza, determinare il massimo e il minimo
assoluti della funzione

flz,y,2) = 322 — 2y + 2,

sull’insieme
D={(r,y) e R:2*+y* <1}.

2. Si determini f : R — IR, f € C'(IR), in modo che la forma differenziale
lineare

() = (V5 — 2ey)de + (M ; f<x>) dy

sia esatta nel suo insieme di definizione. Calcolare poi un potenziale di
w.

3. Risolvere il seguente problema di Cauchy




Soluzioni della prova scritta di Analisi Matematica Ila
c.l. Ambiente e Territorio
Appello del 30. 06. 2003

Soluzione del primo esercizio.
Poiche la funzione € continua e D ¢ un insieme compatto, per il Teorema
di Weierstrass la funzione ammette massimo e minimo assoluto. Troviamo
i punti critici interni a D ponendo V f(z,y) = 0. Risulta

fola,y) = 62 +2,

fylw,y) = —4y.

1
La soluzione del sistema Vg(z,y) =0 é <3, 0), che & un punto interno a

D.

Studiamo ora f ristretta alla frontiera di D. Esplicitiamo il vincolo rispetto
ay? y? =1—22 Sitratta quindi di determinare i punti critici della
funzione g(z) = 52 + 2z — 2 sull’intervallo [~1,1]. Ponendo ¢/(x) = 0 si

trova il punto x = — Pertanto i punti critici di f sono:

Si ottiene pertanto



Possiamo quindi concludere che il massimo assoluto & 5 ed & assunto in Ps,

11
mentre il minimo assoluto & 5 ed e assunto nei punti Py e Ps.

Soluzione del secondo esercizio
L’insieme di definizione di w ¢

A={(z,y) e R:y >0},

che € un insieme convesso. Pertanto la chiusura ¢ equivalente all’esattezza.

Posto X (z,y) = /y —2zy e Y(z,y) = 23@ + f(x), risulta
, 1
Xy(xay) =5 -2

2

Y/(x,y) = Q;g + f(@).

Pertanto f'(z) = —2z da cui f(z) = —2%. Quindi la forma differenziale
lineare é

x 2
w(x,y) = (Vy — 2xy)dr + — x| dy.
Calcoliamo ora un potenziale di w.

F(z,y) = /(\/ﬂ = 2zy)de + p(y) = 2y — 2%y + o(y).
Imponendo infine la condizione
Fy(z,y) =Y (z,y)

si trova ¢'(y) = 0 da cui ¢(y) = k con k € IR. Un potenziale di w é

F(z,y) = 2y/5 — 2.

Soluzione del terzo esercizio
L’equazione omogenea associata ¢ un’equazione del secondo ordine a coef-
ficienti costanti, che ammette il sistema fondamentale di soluzioni {1,e”}.
Pertanto, 'integrale generale della omogenea e

y(z) = 1 + coe”,



con ci,cy € IR.
Determiniamo ora un integrale particolare, utilizzando il metodo della vari-
azione delle costanti.

o@) = [ H@ @) ( ’ )dx,

Pertanto

1
vi(z) = —/1 +emda:

Utilizzando la sostituzione e® = t, si ottiene
vi(z) = —x + log(e® + 1).

Risulta poi
1

va(z) = /de
e utilizzando di nuovo la sostituzione e® = t, si ottiene
va(x) = —x — e ¥ 4 log(e” + 1).
Un integrale particolare dell’equazione & quindi
y(z) =log(e® + 1) —x + e“(log(e® + 1) —e™* — x).
Quindi la soluzione dell’equazione data &

y(x) = c1 + c2e” —x +log(e® + 1) + ze® — e®log(e” + 1).

La soluzione che verifica le condizioni richieste si ottiene dal sistema ¢y = 1—
2log2—cy e co = 1—log?2, che fornisce i risultati ¢c; = —log 2, co = 1—log 2.



UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PERUGIA
Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio
Prova scritta di ANALISTI MATEMATICA Ila
Prova del 16.07.2003

Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.
1. Data la funzione
v(z? — y?)
fayy={ ©TV
0, (z,y) = (0,0)

studiarne la continuitd, calcolare le derivate direzionali uscenti da (0, 0)
e stabilire se ¢é differenziabile in (0, 0).

, (@,y) #(0,0)

2. Determinare il flusso del campo Q(x,y) = |xy* —¢* arctang,x2 + 3)
Y

uscente da F'r(D), dove D é il cerchio centrato nell’origine e di raggio
unitario.

3. Risolvere il seguente problema di Cauchy:

1 1

I T (e 1 4
V= "3e= ¥y 3l T

y(0) =1



Soluzioni della prova scritta di Analisi Matematica Ila
c.l. Ambiente e Territorio
Appello del 16. 07. 2003

Soluzione del primo esercizio.
Studiamo la continuitd nel punto (0,0). Passiamo a coordinate polari:

lim pcosfcos20 =0
p—0

p|cosfcos26 |< p—0.

Quindi f é continua in IR
Calcoliamo ora, se esistono, le derivate direzionali uscenti da (0,0). Posto
v = (tvy, tvg) risulta:

2,2 _ 42,2 2,2

tor (t*vy — t*vy)  wvi(vf — v3)
M 82 L8302 w2+ o2
t—0  tPv] +1°v; V] + V3

Pertanto esistono tutte le derivate direzionali uscenti da (0,0). In partico-
lare, si ha f;(0,0) =1 e f,;(0,0) = 0.
Studiamo ora la differenziabilita in (0,0). Se f fosse differenziabile in (0, 0),

allora si avrebbe:
f(@,y) =z + /2% +y?e(z,y)
con ¢(x,y) infinitesimo per (x,y) — (0,0). Ricaviamo e(x,y):

(2,7) —2y?
elx,y) = .
Va? +y2 (2?2 + y?)

Passando a coordinate polari si ha:

—2p® cos 0 sin® 0
lim —-" C083 ST 2cosOsin? .
p—0 P

Quindi f non é differenziabile in (0, 0).

Soluzione del secondo esercizio
Utilizziamo il Teorema della divergenza:

FluSSO:// divQ(z, y)dxdy.
D



Risulta:
2242
22 +y?’

quindi dobbiamo calcolare il seguente integrale doppio:

2,2

=y
———dxdy.
//szer?xy

Passiamo a coordinate polari:

w2y? 1 L, )
——dxd :/ (/ cos” 0 si 9d9)d =
[ [y tytztn= |, (J) o costosia?oa0) dp
—1 ' 3 2ﬂsin229d9 d
4 Jo P 0 P

Utilizzando la formula di integrazione per parti si ottiene:

27
/ sin20d6 = .
0 A

y? -
//DJJQ dxdy 6

divQ(z,y) =

In conclusione

Soluzione del terzo esercizio

L’equazione differenziale é di Bernoulli. Ponendo y~3 = z l’equazione di-
venta: 1
/ —T
7 =——z+4c¢ 1
2¢=T — 1 + +h

che é lineare in z. Risulta:

1 —x
/mdl‘ = —T — 10g(2€ — 1),

xT

avendo effettuato la sostituzione e~* = ¢t. Chiaramente

J —T_ e
e % log(2e 1) _

ez—&—log(?e*w—l) _ ex(ze—a: _ 1) — 9 _ T



Risolviamo ora il seguente integrale:
/(1 +e ) (2—e")dx = /(1 —e" +2e V)dx =x — e —2e 7.

Quindi
1
z(x) = 5oz (c+x—e®—2e %),

da cui

_ X
y(x) = ¢ S :
ct+x—er —2e "

Imponendo la condizione iniziale si trova ¢ = 4.



UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PERUGIA
Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio
Prova scritta di ANALISTI MATEMATICA Ila
Prova del 6.09.2003

Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.
1. Determinare i punti di massimo e minimo relativi della funzione
z? + y?
flzy) =aye 2

Determinare poi, dopo averne giustificato ’esistenza, il massimo e il
minimo assoluti della funzione sull’insieme

1
B = {(ry) €R/r" + 4" < 1)
2. Calcolare il seguente integrale doppio

/ / yre™dxdy
D

D={(r,y) e R*/1<x<2 2<azy<3}

dove

3. Dopo aver verificato che y(x) = x? é soluzione dell’equazione differenziale

no 20 — 2 n
y x2—2:17y

2
2 — 2

y =0,

definita in I =|2,+00), determinare 'integrale generale. Determinare
poi la soluzione che verifica le condizioni y(1) =1, ¢/(1) = 1.



Soluzioni della prova scritta di Analisi Matematica Ila
c.l. Ambiente e Territorio
Appello del 6. 09. 2003

Soluzione del primo esercizio.
La funzione é definita in IR?. 1l gradiente di f é

x2+y2 1:2_’_3/2

Viz,y) = |yl —2z%)e 2, z(1—yPe 2

Le soluzioni del sistema V f(z,y) = (0,0) sono:

P, =(0,0);

P, =(1,1);
Ps = (1a _1);
P4 = (—1,1);
Ps = (—1,-1).

Determiniamo ora le derivate parziali seconde:

x2 +y2

foa(T,y) = x?/(xQ —3)e 2

x? + o2
foy(9) = fyelzy) = A =a?)(1—yPe 2 -
22 + o2
fwley) =2y = 2
Risulta:
| H(P1) |= —1 < 0 e quindi P, é un punto sella;

| H(P) |=| H(Ps) |=4e 2 >0e f” (P2) = f (Ps) < 0; pertanto P> e Ps
sono punti di masssimo relativo;

H(P3) |=| H(Py) |=4e72 > 0e f/ (P3) = f" (Py) > 0; pertanto P3 e Py
xTxr xrxr
sono punti di minimo relativo.



Essendo f continua su FE, che é un insieme compatto, per il Teorema di
Weierstrass f ammette massimo e minimo assoluti in E. Non essendoci
punti di massimo e di minimo in E°, studiamo f ristretta alla frontiera di
E. Passiamo a coordinate polari:

1
f(1/2cos6,1/2sin6) = Ze*é cosfsinf := g(f).
La derivata prima di g é data da

Jg ) = ie‘é cos 20.

Le soluzioni di ¢'(6) = 0 sono 6§ = %, che fornisce il punto Q1 = ( 14

V2 V2 5

23,

3 . .
™ che fornisce il punto Q)2 = 1) 0= ik che fornisce il punto
V2 V2 7 o V2 V2
Q3 = <—4, 7 e = vl che fornisce il punto Q4 = 1) Si
ha ]
_1
f(Ql) :f(Q3> - ge 8,
1 1
£(Q2) = F(Q1) = —5e +.

ool

o . 1 1 o 1
Quindi il massimo assoluto é ge 8, mentre il minimo assoluto é —ée .

Soluzione del secondo esercizio
Effettuando la sostituzione u = z, v = xy, I'insieme D diventa

T={(u,v) e R*/1<u<2 2<v<3}.
11 determinante della matrice Jacobiana é u~!. L’integrale percié si trasforma

nel seguente modo:
2 3
/ uigdu/ v2ed.
1 2

Risolvendo il secondo integrale due volte per parti si ottiene:

3
/ v2e’dv = €2 (5e — 2).
2



Pertanto il risultato finale é:

3
// v e™drdy = ~e?(5e — 2).
D 8

Soluzione del terzo esercizio
Facilmente si verifica che 31 (z) = 22 é soluzione. Un’altra soluzione dell’equazione
differenziale é data da:

. f 12296:221 dx
pola) =a* [ o,
X

Essendo

2z — 2
/hdw = log(z?* — 2z),

si ottiene )
9 [x°— 2z
= ———dr=1-uz.
yo(z) = x / o o
L’integrale generale é quindi dato da

y(z) = c12® + c2(1 — ).

La soluzione che verifica le condizioni richieste si ottiene per ¢; = 1 e ¢y = 1.



UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PERUGIA
Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio
Prova scritta di ANALISTI MATEMATICA Ila
Prova del 27.09.2003

Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.

1. Determinare gli eventuali massimi e minimi relativi della funzione
fla,y) =y (2 +y* — 4).

2. Calcolare il seguente integrale curvilineo

/ tan® zdz,
c

dove C' é il tratto di curva del grafico della funzione y = sinx che
2
congiunge i punti (0,0) e (Z, ?)

3. Risolvere il seguente problema di Cauchy:

Y —2x —2xy* =0
y(0) =1



Soluzioni della prova scritta di Analisi Matematica Ila
c.l. Ambiente e Territorio
Appello del 27. 09. 2003

Soluzione del primo esercizio.
La funzione é definita in IR?. 1l gradiente di f é

Vi(z,y) = y?,2y(2y° + 2° — 4)).
Le soluzioni del sistema V f(z,y) = (0,0) sono:
P, = (z,0), Yz € IR;
Py = (0, V2);
Py = (0,—V?2).
Determiniamo ora le derivate parziali seconde:
f:ca:(xyy) = 23/2;

Joy(2,y) = fya(z,y) = day;
fyy(xay) = 2(692 + z? — 4)-
Risulta:
| H(Py) [=0;

| H(P,) |=| H(Ps) |=64 e fI (P2) = fV.(Ps) > 0; pertanto P> e P3 sono

xrxT
punti di minimo relativo.

Essendo f(x,0) = 0, studiando il segno della funzione, si ha che i punti
(z,0) con < —2 oppure > 2 sono di minimo relativo, i punti (x,0) con
—2 < x < 2 sono di massimo relativo, mentre i punti (+2,0) sono punti
sella.

Soluzione del secondo esercizio
Una rappresentazione parametrica della curva C é data da:

=t
y =sint



T
conte (0,—].
o
Inoltre, osservando che
9 sin?t 1 — cos?t 1
tan“t = 57 = 5 = 57
cos“t cos“t cos“t

)

si ha
11—

Il
NI

ISE

s 1 s ™
/ tan2tdt:/4 5 dt—/4dt:[tant—t]g
0 0 Cos“t 0

Soluzione del terzo esercizio
Riscrivendo 'equazione differenziale come vy’ = 2x(1 + y?), si vede che é a

variabili separabili. Si ottiene allora

d
y2 = 2xdx,
1+y

da cui, integrando,
arctany = 2 + c,

cioé

y(z) = tan(z? + ¢).
T

Imponendo y(0) = 1 si ottiene ¢ =



UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PERUGIA
Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio
Prova scritta di ANALISTI MATEMATICA Ila
Prova del 9.12.2003

Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.
1. Determinare i punti di massimo e minimo relativi della funzione
f(z,y) = zyIn(zy®) + 2.

2. Calcolare il seguente integrale superficiale

/E(z - ;yQ)dS

dove ¥ é la parte di superficie che si proietta sull’ellisse di equazione
2% + 4y* < 16.

3. Dopo avere determinato tutte le soluzioni dell’equazione differenziale
y" — 6y + 13y = 262 + 22 + 5,

calcolare quella che verifica le condizioni y(0) = 2, y(7/4) = 7% /8+7 /4.



Soluzioni della prova scritta di Analisi Matematica Ila
c.l. Ambiente e Territorio
Appello del 9.12.2003

Soluzione del primo esercizio.
Il dominio di f é l'insieme D = {(z,y) € IR? : y # 0, > 0}. Troviamo i
punti critici di f ponendo V f(z,y) = 0. Risulta

folz,y) = yIn(zy?) +y + 22y,

f;(x, y) = zn(zy?) + 22 + 2.
Le soluzioni del sistema Vf(x,y) = 0 sono (1,e=3/2) € D% e (1,—e3/?) €
DY. Determiniamo ora le derivate parziali seconde. Si ha

1"

Y

1

Foy(,y) = n(zy?) + 3 + 2z,

" 2z
fyy(xa y) = ?

Calcoliamo ora il determinante della matrice hessiana nei punti trovati.
Risulta | H(1,e73/2) |=2 > 0e f. (1,e3/2) > 0. Quindi (1,e3/2) é un
punto di minimo relativo. Infine | H(1,—e=%/2) |=2>0e f,.(1,—e 3/?) <
0, pertanto (1, —e~3/2) é un punto di massimo relativo.

Soluzione del secondo esercizio
Risulta dS = /1 + %xQ + y2dxdy e quindi I'integrale superficiale si trasforma

nell’integrale doppio
1 1
//TZQ:Q\H + Zaﬂ + y2dxdy

dove T = {(z,y) € IR? : x? + 4y?® < 16}. Passiamo a coordinate polari:

x = 2pcost
y = psinf



Il determinante della matrice jacobiana é 2p. L’insieme T si trasforma
nell'insieme E = {(p,0) : 0 < p < 2, 0 < 6§ < 27}. L’integrale da cal-
colare é quindi il seguente:

27 2
2/ cos29d9/ 331+ p2dp.
; P p=dp

Operando la sostituzione /1 + p? = ¢ il secondo integrale diviene:

V5 50v/5 + 2
th—dt = LT
RGeS =

Integrando per parti il primo integrale si ottiene:

2
/ 7 cos? 0df = 1/2[sin 0 cos O]3™ = 2.
0

Ly, [ 1, 2 50v5+2
//T4:U 1+4x +yd33dy—157r T

Soluzione del terzo esercizio
L’equazione differenziale é lineare e a coefficienti costanti. Determiniamo
I'integrale generale dell’equazione omogenea associata. La sua equazione
caratteristica é A2 — 6\ + 13 = 0 le cui soluzioni sono A\ = 3 £ 2i. L’integrale
generale dell’omogenea associata é pertanto

Pertanto

c1€3% cos 22 + 937 sin 2z,

con ci,cy € IR.
Determiniamo ora una soluzione particolare dell’equazione completa. Essa
sard della forma 7(x) = boz? + bz + bo. Si ha

@’(:c) = 2by + by,

y/l(l‘) = 2bg.

Sostituendo nell’equazione e applicando il principio di identitd dei polinomi,
si ottiene
bop =2, by =2, bp = 1.



L’integrale generale dell’equazione completa é quindi
y(x) = c1%% o8 22 + coe3® sin 22 + 222 + 22 + 1,

con ci,cy € IR.
2

Imponendo le condizioni y(0) = 2 e y(§) = & + §, si ottiene ¢; = 1 e
3
cp = —e 4",



UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PERUGIA
Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio
Prova scritta di ANALISTI MATEMATICA Ila
Prova del 9.01.2004

Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.

1. Dopo averne giustificato l'esistenza, determinare il massimo e il minimo
assoluti della funzione

f(z,y,2) = (v +y)z
sull’insieme

E={(r,y,2) € R®: 2> +y* + 2> — 4 =0}.

2. Data la forma differenziale
w(z,y) = ylog(1 + xy)dx + xlog(1 + zy)dy,

stabilire se é esatta nel suo insieme di definizione e, in caso affermativo,
calcolare i suoi potenziali.

3. Risolvere il seguente problema di Cauchy:

, sin x
y= 1+ coszx
1
0) =
y(0) Tog 2



Soluzioni della prova scritta di Analisi Matematica Ila
c.l. Ambiente e Territorio
Appello del 9.1.2004

Soluzione del primo esercizio.
Poiché la funzione f é continua e l'insieme E é compatto, per il teorema di
Weierstrass f ammette massimo e minimo assoluti. Determiniamo i punti di
massimo e di minimo utilizzando il metodo dei moltiplicatori di Lagrange.
La lagrangiana é:

F(a:,y,z,)\) = ($+y)2+)\(x2 +y2 +2'2 —4)
Bisogna quindi risolvere il seguente sistema:

F,=z+2\x=0
F,=2z+2\y=0
Fl=x+y+24+2\2=0
Fi=a?4+y"+2°—-4=0

Le soluzioni del sistema sono: Py = (v/2,—v/2,0), P» = (—v/2,1/2,0), P3 =
(1,1,—V2), Py = (=1,-1,v2), Ps = (1,1,v/2), Ps = (-1,-1,1/2). Per
determinare il massimo e il minimo assoluti é sufficiente calcolare il valore
della funzione nei punti trovati. Risulta:

f(P) = f(P2) =0,
f(P3) = f(Py) = —2V2,
f(Ps) = f(Ps) = 2V2.

Quindi il massimo assoluto é 2\/5, mentre il minimo assoluto é —2v/2.

Soluzione del secondo esercizio
Il dominio della forma differenziale lineare é I'insieme D = {(z,y) € IR? :
xy > —1}, che é stellato rispetto ad un punto. Quindi la chiusura della f.d.1.
implica l'esattezza. Si ha:

/ _
Xy(@,y) =log(1 +zy) +y7— -~

Y
1+ 2y

Y, (z,y) =log(1+ay) + =

9



cioé la f.d.l. é chiusa e quindi esatta. Calcoliamo ora i suoi potenziali.

P(z,y) = /ylog(l + zy)dx + p(z) = y/log(l + zy)dx + p(z).

Integrando per parti si ottiene:

z
14+ zy

dz.

P(z,y) = zylog(1 + zy) — 42 /

Eseguendo la divisione tra polinomi si ottiene infine:

P(z,y) = zylog(l + zy) — / —dx —y/ dx+<,0(m):
= zylog(l + zy) — zy + log(1 + zy) + ¢(x).

Imponendo la condizione P.(x,y) = Y (z,y), si ricava ¢'(x) = 0, da cui
o(r)=¢ ce€R.

Soluzione del terzo esercizio

Posto, ad esempio, I =] — 7/2,7/2] e B = IR, la funzione f(z,y) =
ysinx . . . . . .
—~—— ¢ continua e derivabile parzialmente rispetto ad y con derivata
14 coszx

continua nell’insieme I x B. Pertanto, in un intervallo contenente x = 0
(contenuto in I), esiste un’unica soluzione del problema.
L’equazione differenziale é a variabili separabili. Risulta:

/ _/ sin x
dy 1+Cosx v

1
y(z) = ————€,

1+ cosx

da cui si ricava:

con ¢ € IR. Imponendo la condizione iniziale si trova ¢ = oa 2’
0g



UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PERUGIA
Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio
Prova scritta di ANALISTI MATEMATICA Ila
Prova del 26.03.2004

Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.

1. Dopo aver determinato il dominio D della funzione

flay) =4 —(x—1)2 = (y— 1),

determinare, se esistono, il massimo e il minimo assoluti della funzione
fin D.

2. Calcolare il seguente integrale doppio

/ xeVdxdy,
G

dove GG ¢ la corona circolare delimitata dalle circonferenze di raggi 1 e
2 centrate nell’origine, contenute nel primo quadrante.

3. Risolvere il seguente problema di Cauchy:

y =32y



Soluzioni della prova scritta di Analisi Matematica Ila
c.l. Ambiente e Territorio
Appello del 26.03.2004

Soluzione del primo esercizio.
Il dominio D della funzione é l'insieme

D:{(x,y)GR:($—1)2+(y—1)2§4},

che rappresenta il cerchio di centro (1, 1) e raggio 2. Chiaramente la funzione
f € continua e l'insieme D é compatto, quindi per il teorema di Weierstrass
f ammette massimo e minimo assoluti. Determiniamo gli eventualipunti
critici in D. Risulta

B z—1 y—1
Vf(zy) = (‘\/4_(x_1)2_(y_1)2’_\/4—(x—1)2—(y—1)2>.

Il gradiente della funzione f non é definito nei punti della frontiera di D.
Risolvendo il sistema V f(x,y) = 0 si ottiene il punto (1,1) che é interno
a D. Resta da studiare la funzione ristretta alla frontiera di D. Si ha
fap(z,y) = 0, quindi, essendo f(1,1) =2, i punti della frontiera di D sono
punti di minimo assoluto, mentre il punto (1,1) é di massimo assoluto. Il
minimo assoluto é zero, il massimo assoluto é 2.

Soluzione del secondo esercizio
Passando a coordinate polari si ottiene:

2 5 . 2 LT
/1 ,02d,0/02 cos ﬁepsln'ﬂdﬁ — /1 p[epSIHﬁ]Ode _

2 2
= / pefdp — / pdp = [pe” —e” —1/2p°]] = €* = 3/2.
1 1

Soluzione del terzo esercizio
La funzione f(x,y) = 3 — 2y é continua e derivabile parzialmente rispetto
ad y con derivata continua in tutto il piano IR?. Pertanto, in un intervallo
contenente x = 0 esiste un’unica soluzione del problema.
L’equazione differenziale é a variabili separabili. Risulta:

1
/3—2ydy_/d$’




da cui si ricava:

3 _og€°
x)=—-—¢e “T—
y(@) =3 T
con ¢ € IR. Imponendo la condizione iniziale si trova e® = 4. La soluzione é

3
quindi y(x) = 3¢



UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PERUGIA
Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio
Prova scritta di ANALISTI MATEMATICA Ila
Prova del 29.06.2004

Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.

1. Determinare il massimo e il minimo assoluti (e i punti in cui sono assunti)
della funzione f(z,y) = 2% + y? sull’ellisse 3z + 2zy + 3y* = 16.

2. Calcolare il seguente integrale doppio

y?
[:// ————dxdy,
G 1+ 2%+ y? rey

dove G é la corona circolare delimitata dalle circonferenze di raggi 1 e
2 centrate nell’origine.

3. Risolvere il seguente problema di Cauchy:

y' +y=sinx + coszx

y(0)=1

y'(0) = ;



Soluzioni della prova scritta di Analisi Matematica Ila
c.l. Ambiente e Territorio
Appello del 29. 06. 2004

Soluzione del primo esercizio.
La funzione é continua ed é definita sul un compatto, quindi esistono gli
estremi assoluti. Per determinarli utilizziamo il metodo dei moltiplicatori di
Lagrange. La Lagrangiana é:

H(z,y,\) = 2%+ 3% + \(32% + 2zy + 3y° — 16).
Le soluzioni del sistema VH (z,y,A) = (0,0,0) sono:
(V2,V2),
(~V3,—V3)
(2.-2),
(—2,2).
Risulta:

f(\/i, \/5) =4= f(_\[7 _\/5)7
f(2,-2)=8= f(-2,2).

Pertanto il massimo assoluto é 8 ed é assunto nei punti (2,—-2) e (—2,2),
mentre il minimo assoluto é 4 ed é assunto nei punti (v/2, £v/2).

Soluzione del secondo esercizio
Passiamo a coordinate polari:

2

P3 27
= 5 dp/ sin? 9dy.
1 1+p 0

Risolviamo il primo integrale, utilizzando la divisione tra polinomi:

2p3 1 2p
d:/d—/ dp =
/11+p2p o PP T 2t

3 1/ 2
2

o 1+ 2T 27

11 5—1—11 2
2og 20g.



Risolviamo ora ’altro integrale, utilizzando 'integrazione per parti:
/sin2 ddd = /sinﬁ - sin¥dy = — sin ¥ cos ¥ + /COS2 Id =
—sind cos ¥ + 9 — /sin2 Idv
da cui
S 1 2
/ sin” 9dy = ) [0 — sind cos V)" = .
0

Quindi
3 1 1

Soluzione del terzo esercizio
L’equazione differenziale é del secondo ordine non omogenea a coefficienti
costanti. L’equazione caratteristica dell’equazione omogenea associata é A2+
1 =0, le cui soluzioni sono +i. L’integrale generale dell’omogenea é quindi:

y(z) = ¢1cosx + cysin .

Determiniamo ora un integrale particolare. Poiché i é soluzione dell’equazione
caratteristica, un integrale particolare sard del tipo:

y(z) = (a1 cosx + agsin ).
Calcoliamo ora aq e as. Risulta:
7 (z) = a1 cosw + az sinx — a1z sinx + asx cos T;
I . .
7 (x) = —2ay sinz + 2ag cos T — a1x cos T — asx sin x.
Sostituendo nell’equazione differenziale si ottiene:

—2a1 sinx 4 2a9 cosx = sinx + cos x,

. 1 1 . . . .
da cul si ricava a1 = —3 e ay = 5 La soluzione dell’equazione differenziale

é quindi:
1
y(x) = cpcosx + cosinz + §x(sinx —cosx).

Imponendo ora le condizioni y(0) = 1 e y/(0) = 1/2 si ottiene ¢; = 1 e
co = 1.



UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PERUGIA
Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio
Prova scritta di ANALISTI MATEMATICA Ila
Prova del 19.07.2004

Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.

1. Dopo averne giustificato l'esistenza, determinare il massimo e il minimo
assoluti (e i punti in cui sono assunti) della funzione

1
flz,y) =22 +y> —2* — 5Y

sull'insieme D = {(z,y) € R?: 2> +y* < 1}.
2. Si consideri la forma differenziale lineare

229> 9
w(z,y) = T 2| dz+ (A\yIn(1+ 2%) — 4)dy.

Dire per quale valore di A w é esatta nel suo insieme di definizione
e calcolare le primitive. Determinare infine la primitiva P tale che

P(0,1) = 3.

3. Risolvere il seguente problema di Cauchy:
2
y = ;y + 22y

y(=1) =1



Soluzioni della prova scritta di Analisi Matematica Ila
c.l. Ambiente e Territorio
Appello del 19. 07. 2004

Soluzione del primo esercizio.
La funzione f é continua sull’insieme D che é compatto e quindi per il teo-
rema di Weierstrass f ammette il massimo e il minimo assoluti. L’espressione
del gradiente é la seguente:

r—2x\/x? +y? 2y — \/xQ—l—yz)

Notiamo che la funzione non é derivabile parzialmente nel punto P, = (0, 0).

Infatti: o 0.0
hm f(’)_f(7):1’
h—0+ h
mentre b0
h—0— h

quindi non esiste f;(P1). Analogamente si prova che non esiste f,(P1). Le
soluzioni del sistema V f(x,y) = 0 nell’aperto D sono:

V3 1

Frt

V3 1

R

Esaminiamo ora la frontiera di D. Parametrizzando, otteniamo la funzione
della sola variabile ¥:

Py =(

Py=(—

1
g(¥9) =1 — cos? 9 — 3 sin 9,
la cui espressione della derivata prima é:
, 1
g (¥) = cos¥(2sind — 5)
Le soluzioni dell’equazione ¢'(¢) = 0 sono:

Y =

7T
27



19:§7r,
2

1
v = in —
arcsin -,

che forniscono i punti
P4 == (07 1)7

P5 — 0571)5

—

Risulta

Pertanto il massimo assoluto é 3 ed é assunto nel punto Ps, mentre il minimo

1
assoluto é T ed é assunto nei punti Py e Pr.

Soluzione del secondo esercizio
La forma differenziale lineare é definita in tutto il piano; pertanto la sua
chiusura é equivalente alla sua esattezza. Risulta:

CRS
oy  1+az?’
87Y_ 2 xy
or 1422



Pertanto w é chiusa, e quindi esatta, se e solo se A = 2. Determiniamo ora
la famiglia delle primitive.

-
P(x,y) = / (12+yx2 + 2> dr + o(y) =

= y? In(1 + 2?) + 22 + p(y).

oP
Calcoliamo ora ¢(y) ponendo — =Y. Si ottiene:

Jy
2yIn(1 + 2%) + ¢/ (y) = 2y In(1 + %) — 4,
che fornisce ¢'(y) = —4 da cui si ottiene p(y) = —4y +¢, ¢ € IR. La famiglia
delle primitive é quindi:
P(z,y) =y*In(l1+2*) +2x —4y+c¢, c€R.

Infine, imponendo la condizione P(0,1) = —3, si ricava ¢ = 1.

Soluzione del terzo esercizio
Il problema di Cauchy ammette un’unica soluzione. Infatti in un opportuno
2
intorno del punto (—1, 1) la funzione f(z,y) = Yy 2x./y verifica le ipotesi
x

del Teorema di Picard-Peano.
Risolviamo 'equazione differenziale, che é un’equazione di Bernoulli. Po-
nendo ,/y = z si perviene all’equazione differenziale lineare

z
!
Z'(z) == +x,
T
la cui soluzione é:

oz) = el %dw{/xe—f;dxdﬂc} _

= x{/a:e_lnmdfv—}— c} =z(x+c).

Pertanto

y(@) = 22z + o)
Imponendo ora la condizione y(—1) = 1 otteniamo la soluzione cercata rica-
vando ¢ dall’equazione (1 — ¢)? = 1, che fornisce ¢ = 0 o ¢ = 2. Osserviamo
che la seconda soluzione per ¢ non pud essere accettata perché in tal caso
avremmo z(—1) < 0 che é impossibile essendo z(z) = /y(z) > 0 per ogni
x > 0. Pertanto 'unica soluzione é y(x) = z*.



UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PERUGIA
Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio
Prova scritta di ANALISTI MATEMATICA Ila
Prova del 7.09.2004

Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.
1. Determinare i punti di massimo e minimo relativi e assoluti della funzione
f(z,y) = 2* — 22%y + 3y
sull'insieme D = {(z,y) € R?*: — 1<y < —z*+1}.

2. Sia D = {(z,y) € R*: 0 <y <sinz, 0 <z < T} Posto Qz,y) =
(siny 4 cosy, yarcsiny + /1 — y?), determinare il flusso del campo 2
uscente da Fr(D).

3. Tra tutte le soluzioni dell’equazione differenziale
22y —xy —S8y==x, x>0

determinare quella tale che lim, g+ y(z) = 0.



Soluzioni della prova scritta di Analisi Matematica Ila
c.l. Ambiente e Territorio
Appello del 7. 09. 2004

Soluzione del primo esercizio.
La funzione f é continua sull’insieme D che é compatto e quindi per il teo-
rema di Weierstrass f ammette il massimo e il minimo assoluti. L’espressione
del gradiente é la seguente:

Vi(z,y) = (42° — day; — 22° + 6y).

La soluzione del sistema V f(z,y) = 0 nell’aperto D é P, = (0,0). Per
stabilire la natura di tale punto, calcoliamo ora il determinante della matrice
hessiana in P;. Risulta:

fr(z,y) = 122% — 4y,

Trxr

fglc/y(x7y) = fllllx(x7y) = —dx,
foy (T, y) = 6;

Il determinante della matrice hessiana in P; é nullo, quindi nulla si pud
concludere sulla natura del punto. Notiamo peré che f(z,y) > 0 (basta
risolvere la disequazione x* — 222y + 3y? > 0 rispetto alla variabile ).
Poiché f(0,0) =0, il P; é un punto di minimo assoluto.
Esaminiamo ora la frontiera di D. Per i punti della retta y = —1 la funzione
diventa:

fla,=1) = 2* + 227 + 3 := g(x),
con —v/2 < x < v/2. Studiando il segno di ¢'(x) si ottiene che g decresce in
] —v/2,0[ e cresce in ]0, v/2[. Quindi P, = (—/2, —1) é un punto di massimo
relativo, P3 = (0, —1) é un punto di minimo relativo e Py = (v/2,—1) é un
punto di massimo relativo.
Per i punti della parabola y = —22 + 1 la funzione diventa:

fz,—2? +1) = 62 — 82% + 3 := h(x),

con —v/2 < x < v/2. Studiando il segno di h/(x) si ottiene che h decresce in

] — V2, —\/g[, cresce in | — \P,O[, decresce in |0, \/g[ e cresce in ]\/E, V2]

Pertanto il punto Ps = (0,1) é di massimo relativo, mentre i punti Ps =
(—\/% ,3) e Pr= (\/g ,3) sono di minimo relativo. Calcoliamo ora i valori



che la funzione assume in tali punti per determinare i punti di massimo e di
minimo assoluti:

f(Pl) :07
f(P2) = f(Py) =11,

f(Ps) = f(Ps) =3,
1

FPs) = £(Pr) = 5.

Pertanto il massimo assoluto é 11 ed é assunto nei punti P, e Py, mentre il
minimo assoluto é 0 ed é assunto nel punto P;.

Soluzione del secondo esercizio
Usando il Teorema della Divergenza il flusso pué essere determinato dall’integrale
| [p divQ(z, y)dxdy. Risulta divQ(x,y) = arcsiny e quindi occorre calcolare
il seguente integrale doppio:

z sinz
/ / arcsin ydxdy = / Y dx / arcsin ydy.
D 0 0

Operando la sostituzione arcsiny = t e integrando successivamente per parti
si ottiene:

™ z fud
// arcsin ydxdy = /4 dm/ tcostdt = /4[tsint—i—cost]§dx =
D 0 0 0

<\/§+1>+\/§

NI

:/4($sinx+cosx—1)da::[—:zcos:z—i—Qsinaz—x}Oz:— 5
0

Soluzione del terzo esercizio
Determiniamo prima lintegrale generale dell’lomogenea associata chwe é
un’equazione di Eulero. Abbiamo a; = —1 e as = —8 e con la sostituzione
T = e® otteniamo la seguente equazione a coefficienti costanti:

" —2n —8n =0,
la cui equazione caratteristica é

A -2\ —-8=0



che fornisce le due soluzioni \y = —2 e A9 = 4. Quindi due soluzioni
indipendenti dell’equazione a coefficienti costanti sono date da

ui(z) =e %, wug(z) = e4z,

e sostituendo z = log = si ha l'integrale generale dell’equazione di Eulero:

Cl 4
y(r) = — + o™
x
Determiniamo ora un integrale particolare dell’equazione non omogenea.
Normalizzando ’equazione, il termine noto é f(z) = —, il determinante
x

della martice wronskiana di (u1,u2) é —6x e la sua matrice inversa é data
da:

s2° —§2°
11
3z%  6x3
Pertanto 1
vi(x) = ~5 /x2dx,
1 1
va(x) = G ?dac,
da cui )
vi(z) = —1—8303,
1
va(x) TR
L’integrale particolare é quindi
_ 1 1 1
g(r) = —37 ~ 3% = g

L’integrale generale dell’equazione é pertanto:

y(z) = ) + 22" — g%
Infine

lim y(z) =0<=c1 =0, 2 € R.
z—0t



UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PERUGIA
Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio
Prova scritta di ANALISTI MATEMATICA Ila
Prova del 27.09.2004

Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.

1. Dopo averne giustificato 1’esistenza, determinare i punti di massimo e
minimo assoluti della funzione

fla,y) =" (27 — y?)

sull’insieme D = {(x,y) € R*: z* + y* < 4}. Lorigine é un estremo
relativo per f7

2. Calcolare l'integrale

///E(JJQ—Fz)dxdydz,

dove B = {(z,y,2) € R’ : 2° +y* <z <4},
3. Determinare y(e?) dove y(z) é la soluzione del problema di Cauchy

, Yy Inz

y=--"""
x x

y(1) =2



Soluzioni della prova scritta di Analisi Matematica Ila
c.l. Ambiente e Territorio
Appello del 27. 09. 2004

Soluzione del primo esercizio.
La funzione f é continua sull’insieme D che é compatto e quindi per il teo-
rema di Weierstrass f ammette il massimo e il minimo assoluti. L’espressione
del gradiente é la seguente:

Vi(z,y) = (e (@ — g% +1); 2ye” T (2? = — 1)),

La soluzione del sistema V f(z,y) = 0 nell’aperto D é P; = (0,0).
Esaminiamo ora la frontiera di D. Passiamo a coordinate polari:

T = 2cost

Yy = 2sint

con t € [0,27]. La funzione diventa quindi:
f(t) = 4e*(cos® t — sin® t),

La cui derivata prima é

f'(t) = —16e* sint cos t.
Tale derivata si annulla nei punti ¢ = 0, 5, m, 37”, 27. Pertanto, oltre
al punto Py, i punti critici della funzione f(z,y) sono P, = (2,0), P3 =
(0,2), Py = (—2,0) e P5 = (0,—2). Calcoliamo ora i valori che la funzione
assume in tali punti per determinare i punti di massimo e di minimo assoluti:

f(Pr) =0,

F(Py) = f(Py) = 4e”,
f(Ps) = f(P5) = —4e.

Pertanto il massimo assoluto é 4e? ed é assunto nei punti P, e Pj, mentre il
minimo assoluto é —4e? ed é assunto nei punti Ps e Ps.

Per stabilire se I'origine é un estremo relativo per f, basta studiare il segno
della funzione. Poiché in ogni intorno del punto P; la funzione assume sia
valori positivi che negativi, concludiamo che P; non é un estremo relativo

per f.



Soluzione del secondo esercizio
Passiamo a coordinate cilindriche:

T = pcost
y = psint
z=2z

con 0 < p<2,0<t<2me p2 < z < 4. Ricordando che il determinante
della matrice jacobiana di tale trasformazione é p, risulta

2 27 4
/// (2% + 2)dxdydz = / pdp/ dt/ (p? cost + z)dz =
E 0 0 02

2 2m 1
= / pd,o/ (4p% cos®t + 8 — p* cos? t — §p4)dt =
0 0

2 4 5 80
= 7'('/ (4p° —2p° 4 16p)dp = 37
0

Soluzione del terzo esercizio
L’equazione differenziale é lineare del primo ordine, con a(z) = 1 e B(z) =

02 Risulta
1
/a(m)dw = /fdx =Inz,
x

/B(x)e_lnxdac = —/lnxda:.

2
x
Risolviamo quest’ultimo integrale operando dapprima la sostituzione Inx =
t e integrando successivamente per parti:

1
—/—nzxdxz—/te*tdt:
x

1 1
=te t 4+ / —eldt=te t+et = p Inz +

;.
Pertanto la soluzione dell’equazione é:
1 1
y(x) =z (-lnzx+—-+c)=hz+1+cz,
x x
con ¢ € IR. Imponendo la condizione y(1) = 2 si trova ¢ = 1, per cui la

soluzione del problema di Cauchy é

y(x) =lnz+1+ .



Infine
ye?) =2+ 1+ =3+ %



Universita degli Studi di Perugia - Facolta di Ingegneria
Prova scritta di ANALISI MATEMATICA IIa (c.l. Ambiente-Territorio)-
Appello del 13.12.2004
Risolvere gli esercizi seguenti:

1. Determinare i punti critici e stabilirne la natura della funzione:
fla,y) = (2% = y)(y — o)™
2. Calcolare il flusso del campo
1 4 2 L, 4
Qz,y) = (gx + xy” + cos y, 5%y + arctan z”),

uscente da F'r(D), dove D é il quarto di cerchio centrato in (0,0) e di
raggio 2 contenuto nel primo quadrante.

3. Risolvere il problema di Cauchy:

y// _ 5y/ + 6y — 6237’
y(0) =0,
y'(0) = 1.



Soluzioni della prova scritta di Analisi Matematica Ila
c.l. Ambiente e Territorio
Appello del 13.12.2004

Soluzione del primo esercizio.
I1 dominio della funzione é IR%. Risulta

fo(z,y) =2(y — z)(—22” + y + xy),

fo(@,y) = (y — )(22° — 3y + ).

Determiniamo i punti critici ponendo V f(z,y) = (0,0). Si ottengono le
soluzioni (z,x) con z € IR e (1/2,1/3). Le espressioni delle derivate seconde
sono:

2 (z,y) = 1222 + 2y — 2y — 12xy,

T, y) = fr(@,y) = —62% + 4y — 2z + 4y,
(T, y) = 222 — 6y + 4.

Il determinante della matrice hessiana calcolata nei punti (x,x) viene zero
e quindi nulla si pué concludere sulla natura di tali punti, mentre il de-
termiante della matrice hessiana calcolato nel punto (1/2,1/3) é positivo.
Essendo f,(1/2,1/3) =5/9, il punto ¢é di minimo relativo. Per stabilire la
natura dei punti (z,x) é sufficiente studiare il segno della funzione. Si ha
che (z,x) sono punti di minimo relativo per x < 0 e x > 1, punti di massimo
relativo se 0 < x < 1. T punti (0,0) e (1, 1) sono di sella.

Soluzione del secondo esercizio
Utilizziamo il teorema della divergenza. Risulta divQ) = 22 + ¢ + zy, e
quindi si ha, utilizzando le coordinate polari:

w/2 2
flussof2 = // (2% 4 y* + ay)dzdy = / / p? (1 + cosVsindd)dpdd =
D 0 0

/2 /2
:4/ (1+cosﬁsin19)d19:27r+2/ sin 29d9 = 27 4 2
0 0

Soluzione del terzo esercizio
L’equazione differenziale é del secondo ordine a coefficienti costanti. L’equazione



caratteristica é A2 — 5\ + 6 = 0 che ammette le soluzioni \; = 2 ¢ \y = 3.
L’integrale generale dell’omogenea associata é quindi

y(r) = c1e* + coe®,

con ci,co € IR. Poiché o = 2 é soluzione dell’equazione caratteristica e
2a. 4 a # 0, un integrale particolare dell’equazione é

7(z) = —2e*®.
L’integrale generale dell’equazione é pertanto:
y(x) = c1e®® + ce3® — ze??.

Imponendo le condizioni y(0) =0 e y/(0) = 1 si trova ¢; = —2 e c3 = 2.
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1) Determinare il massimo ed il minimo assoluti della funzione
fz,y) = wy(z —y)
nel triangolo di vertici (1,1), (=1,-1), (1,—1).

2) Risolvere la seguente equazione differenziale

vy (x) — 39/() + ~y() = 0

dove T' ¢ il triangolo di vertici (1,1), (1,0) e (0,1).
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Soluzioni del compito di Analisi II del 21 Marzo 2005

1) II triangolo € un insieme compatto e, poiche la funzione é continua, per il teorema
di Weierstrass il massimo ed il minimo assoluti esistono. Determiniamo i punti
critici all’interno del triagolo. Calcolando le derivate parziali si ottiene

0
aﬁzy(w—y)ﬂ%yzy(%—y)

of

By =z(r —y) —zy = z(x — 2y).

Se y = 0 si ottiene x = 0 se invece 2r = y si ottiene ancora il punto
(0,0). Quindi 'unico punto soluzione del sistema risulta essere 'origine ma,
essendo un punto di frontiera, non e accettabile, pertanto non ci sono punti
critici all’interno del triangolo. Passiamo ad esaminare i punti della frontiera
che ecostituita da tre segmenti. Il lato costituito da (z,z) con —1 <z <1 &
tale che f(z,z) = 0. Per quanto riguarda il lato (1,y) con —1 <y <1 si ha
che f(1,9) = y(1 —y) =y—5? equindi f/ = 1—2y da cui risulta che i punti
critici sono (1, —1), (1,1), (1,1/2). In modo analogo, studiando i punti del tipo
(r,—1) con =1 <2 <1 sihache f(x,-1)=—x(z+1) = —2* — 2z dacui
risulta che i punti critici sono (—1,—1), (—1/2, —1), (1, —1). I valori assunti in
questi punti sono allora

f(lal) =0= f<_17_1)

fF(1L,1/2) = 1/4 = f(=1/2,-1)
f(l,—-1)= -2

quindi il massimo assoluto viene assunto in (1,1/2) e (—1/2,—1) e vale

e
i mentre il minimo assoluto viene assunto in (1, —1) e vale -2.

2) Si tratta di un’equazione differenziale lineare di Eulero. Ponendo z = €', si
ottiene ’equazione differenziale a coefficienti costanti

n" —4n' +8n = 0.



L’equazione caratteristica risulta essere
AN —4A+8=0

le cui soluzioni sono
A =24 24.

Quindi I'integrale generale dell’equazione omogenea ¢
n(t) = Cre* cos 2t + Cye* sin 2t,
e sostituendo si ottiene
y(x) = C12° cos(2log ) + Cyz? sin(2log 7).
Determiniamo ora le costanti. Si ha
y(1) =0=0C

e derivando la funzione y(r) = Cyz?sin(2logz) otteniamo

2
y'(x) = 22Cysin(2log x) + 20, cos(2log x)
T

da cui
y,(l) =2=20<(Cy=1.

In conclusione 'integrale generale dell’equazione differenziale ¢ dato da

y(z) = 2*sin(2log x).

3) Il dominio T' risulta essere, ad esempio, un dominio normale rispetto all’asse
x ed e dato da

T={(z,y) €R* :0<z<1, 1—-z<y<1}
Applicando un teorema di riduzione si ha
2 2 1 L2 9
//x+yd:cdy:/dx/ x+ydy.
T y+az 0 1—x y—l—x

Eseguendo la divisione tra polinomi si ha

$2+y2 912
r+y r+y

e quindi

Y+ 2

5
S
3647

2 2 11 1— 2
//:(: Ty dxdy:/ [2—a:+23:210g(x+1)—(x)+x(1—x)]dx
T 0
4
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1) Determinare gli eventuali punti di massimo e minimo relativo della funzione
f(wy) = 242" +3y* — (v —y)*.
2) Risolvere la seguente equazione differenziale
v+ —y=1
e trovare le soluzioni tali che

lim y(z) = 4o0.

r—-+00

3) Determinare gli insiemi di definizione e di esattezza della forma differenziale

lineare )

w(z,y) = (sin E + L cos E)daz: + (—:E—2 cos = + 3)dy.
y oy oy ¥y

Calcolare, inoltre, la primitiva F' che soddisfa la condizione F(m,1) = 3.
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Soluzioni del compito di Analisi II dell’ 11 Aprile 2005

1) La funzione risulta continua e derivabile in ogni punto del piano, quindi gli
eventuali punti di massimo e minimo sono da ricercare tra le soluzioni del
gradiente uguagliato a zero.

Si ha

@‘Q}
g g

= 962% — 2(z — y)

8—5 =123 + 2(z — y)

e risolvendo il sistema
9623 — 22 + 2y =0

123 + 22 — 2y =0

si ottengono le soluzioni (0,0), (3,—3), (—1,3). Per determinare la matrice

Hessiana calcoliamo le derivate parziali seconde, otteniamo

fr = 2882 — 2
foy=2=Tp
fo, = 36y> —2.
Quindi si ha
H(0,0) =0
mentre 11 11
H(-,—)=H(—-,=) = 108.

. , . "o : /1 1 11
Poiché nel secondo caso risulta f;, = 16 i punti (;,—5) e (—,5) sono

punti di minimo relativo. Per quanto riguarda l'origine (caso dubbio) si ha
che la restrizione y = = ¢ tale che f(z,z) = 27z > 0 mentre la restrizione
y =0 ¢ tale che f(z,0) = x%(242? — 1). Tali valori risultano essere negativi
per _27\1/6' <z < +ﬁ e quindi I'origine é un punto sella.



2) Sitratta di un’equazione differenziale lineare del primo ordine definita per x > 0.
Dalla formula risolutiva si ha

e_f%dm[/ ef Nt +C] = 6—2\/5[/ eVidx + Cl.

Risolvendo l'integrale [ e*V®dzx si ha

/e2ﬁdx = /e2t2tdt
= te? — / e?dt = te® — ;e% +C
= Vaze?VT - ;ezﬁ +C
quindi la soluzione risulta essere
y(z) = e Vo[ /re?VT — ;eQﬁ +Cl =z — ; + Ce 2V,

Imponendo la condizione si ha

lim y(z) =400

T—+00

per ogni costante C.

3) Il dominio della forma differenziale lineare risulta essere y # 0. Inoltre w ¢ chiusa

infatti
0X 2x x x> x 0OY

a—y = —?cosg—i- ?sm; = s
Ciascuno dei due semipiani aperti y > 0 e y < 0 ¢ un insieme semplicemente
connesso e quindi la forma differenziale risulta esatta sia per y > 0 che
per y < 0. Determiniamo in ognuno dei semipiani I'insieme delle primitive.
Integrando rispetto a y la funzione Y (z,y) si ha

IQ T .
F(z,y) = /(_yQ cos; +3)dy = :L‘Slng + 3y + g(z).

Deriviamo ora rispetto a x, ottenendo
. r xr T A
— =sin— + —cos — + ¢'(z) = sin — + — cos —,
O y oy oy y vy
che implica ¢'(z) =0 da cui g(z) = C. Pertanto le primitive sono date da
x
F(z,y) =xsin—+ 3y + C.
)
Imponiamo ora la condizione

msinTt+34+C =3 C=0.
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Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.
1. Determinare il seguente limite

2|2y — 1]
(@y)—01) 24 — 2y +y2 + 1

Sugg: Scrivere il denominatore come somma di due quadrati.

2. Calcolare il seguente integrale doppio

2xy
[:// Y dady,
clt2s2t22 Y

dove G ={(z,y) e R*: 2> +4y*> <1, >0, y <0} .
3. Determinare le soluzioni dell’equazione differenziale:

,  Bcosx
Y 1—|—sinxy_

che passano per il punto (7/2,1). Dire se la soluzione é unica.
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Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.

Soluzioni

1. La funzione puo essere scritta nella forma
2|2y — 1]
'+ (y—1)*
Usando le coordinate polari con polo nel punto (0,1) si ottiene
[Py —1] . 0"/ cos ]2 g|sin
im ———— =lim —
(@y)—01) 2t + (y —1)2  0=0 p*cos*f + p?sin” 6
0°/?| cos 0]7/?| sin 6|

0—0 p2costf +sin’fh

I1 limite ¢ nullo per ogni valore di § € [0, 27]. Per dimostrare I'uniformita
rispetto a @ si pud maggiorare il numeratore con ¢*? e basta osservare
che i due addendi al denominatore non possono essere contemporanea-
mente nulli.

2. Usando le coordinate polari il dominio G si trasforma in

G ={(0,0):0<p<1, —7/2<6<0}.

Pertanto
gcos@sm@
dzd —2/ g eosTIMY 6
//Gl+2332+2y v e ¢
/ d/ 206 / d+1 e
= Sln = — =
01+2g e ) Ty 14202
1
= i e
4—1—80g3



3. Si tratta di una equazione a variabili separabili. Integrando si ottiene:
log |y| = 3log |1l +sinz|+ C

da cui
‘y| — K63log|1+smm| — K']_ +SiIl.T|3

dove K = e©. Pertanto la soluzione che assume il valore 1 in g é

y(z) = ;(1 + sinz)®.
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Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.

1. Assegnata la funzione
4yt
feg)=4 T4V

L, (x,y) = (070)

(z,y) # (0,0)

stabilire se

(a) f é continua in (0,0)
(b) esistono direzioni v lungo le quali esiste 2£(0,0) e calcolarla

(c) f ¢ differenziabile in (0, 0).

2. Calcolare il seguente integrale doppio

ZEQ
I://————dd,
D1+$2y2 ray

dove D é il quadrato di lato 1 nel primo quadrante con vertice in (0, 0).

3. Risolvere il seguente problema di Cauchy:
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Soluzioni del compito di Analisi II del 12 Settembre 2005

1) Determiniamo, per cominciare, se la funzione ¢ continua. Passando a coordinate
polari si ha

che non esiste. La funzione non risulta continua nell’origine. Per quanto
riguarda la derivabilita direzionale si ottiene

202 +t202 +tvq 1
2002 1 42,2 -
tPvy+tv;

tvy, tve) — £(0,0
lim f(tvy, tva) — £(0,0) = lim = lim % = lim ﬂ.
-0 t t—0 t t—0 tQ(Ul + 1)2) t—0 ¢2

Quest’ultimo limite vale zero «» v; = 0. La funzione non ¢ differenziabile non
essendo continua.

2) Si tratta di un’equazione differenziale a variabili separabili. Possiamo scrivere

allora
dy  [dx
/ ylogy z
da cui
log |logy| = log |x| + C
e infine

|logy| = ¢“|z].

Dalla condizione iniziale si ricava C' = 0 e poiche possiamo considerare x < 0 si
ha

—x

y=c
3) Il dominio D ¢ dato da
D={(z,y) e R* :0<2<1,0<y<1}

e risulta un dominio normale rispetto all’asse x. Applicando un teorema di
riduzione si ha

T U S
//Dl+ﬂf2y2 xy—/ox x/o 1+ 22y? Y



1

1 arctan x 1
/ x> {y dr = / zr arctan zdzx
0 x 0 0

x? ! L2 1
?arctanx ) —/0 ?mdx
2 T

™ 1 J 1[ tan 2!
2_Z — dr=— — Z[x —arctanz]: =
8 2Jo 1+a2 g it T arcalTlo

T
4

N | —
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1) Determinare gli eventuali punti di massimo e minimo relativo ed assoluto della
funzione
flo,y) = /]2 =22 =92,
2) Risolvere la seguente equazione differenziale
y +2zy=u

e trovare le soluzioni tali che
y(1) = 2.

/ / 2 dxdy
D

dove D = {(z,y) € R*; 1 < z*+y* <2}

3) Calcolare
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Soluzioni del compito di Analisi II dell’ 29 Settembre 2005

1) La funzione risulta continua in ogni punto del piano e derivabile in ogni punto
diverso da 2?4+ y? = 2. Quindi gli eventuali punti di massimo e minimo relativo
sono da ricercare tra le soluzioni del gradiente uguagliato a zero e tra i punti
di non derivabilita.

E ovvio che f(z,y) > 0 per ogni (z,y) € IR? pertanto nei punti della
circonferenza di centro 1'origine e raggio v/2 la f assume il minimo assoluto
che vale zero. Nei punti tali che 22 +y? <2 siha f(z,y) = V2 — 22 — 92 e

z y

Vf(x,y)—( \/2—x2—y2’ \/2—x2—y2>'
Quindi Vf = (0,0) < (z,y) = (0,0). Essendo f(0,0) > f(x,y) per ogni
(z,y) tale che 2* 4+ y* < 2, lorigine ¢ un punto di massimo relativo. Se
2?2+ y*> > 2 non ci sono punti critici. Infine la funzione f non ammette
massimo assoluto perche per esempio la restrizione all’asse delle x tende a
+00 per r — +00.

2) Si tratta di un’equazione differenziale del primo ordine a variabili separabili.
Infatti si scrive

Y =z(1—2y)

da cui

Integrando si ottiene
2

1 €T
—Zlog|ll—2y| == +C
20g| Y| 5+

cioe, poiche 1 — 2y & negativo in un intorno del punto (1, 2),

2y —1=Ke ™
da cui ,
Ke™ +1

Yy = 5



Imponendo il dato iniziale otteniamo

e+l 11

Y= 9

3) Passando in coordinate polari si ha, posto D' = [1,v/2] x [0, 27],

// dexdy:// 0° cos? tododt
D D’

V2 27 3 T 3
= / Q3dQ/ cos? tdt = 7/ cos’ tdt =~
1 0 4 4

2
0
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1) Determinare massimi e minimi relativi, se esistono, della funzione
fla,y) =a” =y + e
Sugg: Utilizzare la relazione e' > 1 + ¢.

2) Risolvere la seguente equazione differenziale

y'(x) =y (z) +y(z) = (z 4+ 1)e”

3) Calcolare il seguente integrale doppio

// (2* + sin y) dzdy,
T

dove T' ¢ il triangolo di vertici (0,0), (1,0) e (0,1).
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Soluzioni del compito di Analisi II del 12 Dicembre 2005

1) La funzione risulta continua e derivabile in ogni punto del piano. Quindi gli
eventuali punti di massimo e minimo relativo sono da ricercare tra le soluzioni
del gradiente uguagliato a zero. Si ha

Vi) = (2e(l+e" V), 2y(e" T — 1))

e quindi 'unico punto critico risulta essere (0,0). Calcolando la matrice Hes-
siana si ottiene che H(0,0) = 0. A questo punto, utilizzando la disuguaglianza
del suggerimento possiamo scrivere

f(z,y) = 2* — et s P14ty =14 207 > 1 = £(0,0).
Quindi il punto (0, 0) risulta essere minimo relativo.

2) Si tratta di un’equazione differenziale del secondo ordine a coefficienti costanti.
L’equazione caratteristica risulta essere

o> —a+1=0
che ha come soluzioni
1 V3

I
2= "

e quindi l'integrale generale dell’equazione omogenea e dato da

V3t V3t

Che? cos(~=) + Che? sin(~——).
2 2
Per determinare una soluzione particolare consideriamo funzioni del tipo
y = (at +b)e'.

Le costanti a e b per le quali la funzione y & soluzione sono date da a =
1, b =0 e pertanto una soluzione particolare risulta y = te’. La soluzione
generale ¢ allora data da

¢ 3t ¢ 3t
Chez cos(\/2_) + Che? sin(\/;) + te'.



Imponendo le condizioni iniziali & facile vedere che C; = Cy = 0 e quindi la
soluzione del problema e
y =te.
3) Possiamo scrivere

E={(z,y):0<y<1,0<x<1—y}

quindi

//,E(x2+siny)dxdy:/01 dy/oly(m2+Siny)dac
— /1[<1_y>3 13

5t —y)sinyldy = o —sinl.
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Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.

1. Dopo averne giustificato l'esistenza, determinare il massimo e il minimo
assoluti (e i punti in cui sono assunti) della funzione

1 1
f(z,y) = gsv?’ + 2%+ 51/2

sull’insieme D = {(z,y) € R? : 2* + 2y* < 6}.

Determinare poi la natura degli eventuali punti critici interni a D.
2. Risolvere il seguente problema di Cauchy:

o 23/ B e rsinx
3 VY
y(0) = V1

3. Determinare il flusso del campo

3
Y Y
Q(ﬂ%y) = <ln - 27164, - 3x5>

uscente da Fr(D), dove D é l'insieme delimitato dalle rette y = x, y = 2z,
y+tr=2ey+2x=2



Soluzioni della prova scritta di Analisi Matematica Ila
c.l. Ambiente e Territorio
Appello del 27.03.2006

Soluzione del primo esercizio.
Poiché la funzione f é continua e I'insieme D é compatto, per il teorema di
Weierstrass f ammette massimo e minimo assoluti. Determiniamo i punti
critici interni a D. Risulta

V(z,y) = ($2+2£L', y) = (0,0) <= (z,y) = P = (0,0)V(z,y) = P, = (—2,0).

Entrambi i punti sono interni a D. Studiamo ora la frontiera di D utilizzando
il metodo dei moltiplicatori di Lagrange. La lagrangiana é:

1 1
H(z,y,\) = gxg + 2% + in + Mz? 4 2y - 6).

Bisogna quindi risolvere il seguente sistema:

H =2>4+22+2 =0
Hy=y+4\y =0
H{=2>+2>-6=0

Le soluzioni del sistema sono: P3 = (0,v/3), Py = (0, —/3), P5s = (/6,0), Ps =
3 /15 3 15
(—v6,0), Py = (—2, “8)’ Py = (—2, — 8>' Per determinare il mas-

simo e il minimo assoluti é sufficiente calcolare il valore della funzione nei
punti trovati. Risulta:



Quindi il massimo assoluto é 2(v/6 + 3), assunto in Ps, mentre il minimo
assoluto é 0, assunto in P;.
Resta da stabilire la natura del punto P». Risulta

"o
ww = 2T + 2,
"o et
ry = Jya =0,
"o
yy = L.

Il determinante della matrice hessiana calcolato in P, é pari a —2, quindi
P, é un punto sella.

Soluzione del secondo esercizio

La funzione f(z,y) = —3Y + y_%e_’C sinz é definita e continua nei punti

(z,y) con y > 0. Inoltre f é di classe C'! in un intorno del punto (0, v/4).
Il problema di Cauchy ammette quindi un’unica soluzione.3 Risolviamo
I’equazione differenziale, che é di Bernoulli. Posto z = y2 si perviene
all’equazione differenziale lineare:

2 =—z4 ie_x sin z,

z(x)=e" <c - gcosa:) ,

le cui soluzioni sono

e quindi
2 3 3
y(x) =e 37 (c — 5 cos a;)
. 3T 7 1 .
Imponendo la condizione y(0) = /4 si ottiene ¢ = —~ 0 ¢ = ——. Osserviamo

che la seconda soluzione per ¢ non pud essere accettata perché in tal caso
avremmo z(0) < 0 che é impossibile essendo z(x) = /y3 > 0. Pertanto
I'unica soluzione del problema di Cauchy é

1
y(x) = 56_%33(7 - 3COSI)%.

Soluzione del terzo esercizio
Poiché D é un dominio regolare e il campo vettoriale é di classe C! in una



regione contenente D, possiamo applicare il teorema della divergenza:

—/ Q-nids:// divQ(x, y)dxdy.
+Fr(D) D

y(2—y)
I‘5

Risulta
divQ(z,y) =

quindi dobbiamo calcolare il seguente integrale:

2 —
/ / Y2 =) gy / Y2 Y .
DT T

2 —

,conl <u<2el < v <2, Determiniamo ora

Poniamo u = — e v =

Y
x,y in funzione di u,v. Si ha:

2
xr=
u—+v
. 2u
y_u+v
. 2 2u ) .
La trasformazione h(u,v) = , ¢ una trasformazione regolare
u+v ut+v

definita per esempio nel primo quadrante aperto del piano (u,v). Infatti in
tale insieme h é di classe C'! e il determinante della matrice Jacobiana é

che é sempre diverso da zero nel primo quadrante aperto. Si ha

//Dy2y 2/vdv/udu—

vdy
3 3
4/“d” 1278

(u+v)3’
quindi:
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Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.

1. Determinare gli eventuali punti di massimo e minimo relativo della fun-
zione
fla,y) = zylog(ay®) + %y

sul suo insieme di definizione.

2. Stabilire se la forma differenziale lineare

w(z,y) = (2\/931Ty — 1) dr + (Cosy — 2\/371Ty> dy

¢é esatta nel suo insieme di definizione e in caso affermativo calcolare la
famiglia delle primitive.

3. Risolvere la seguente equazione differenziale

2%y + 2xy’ — 2y = arctan z.



Soluzioni della prova scritta di Analisi Matematica Ila
c.l. Ambiente e Territorio
Appello del 7. 04. 2006

Soluzione del primo esercizio.
L’insieme di definizione della funzione é D = {(z,y) : y # 0, = > 0}.
L’espressione del gradiente é la seguente:

Vf(x,y) = (y(logzy® + 1+ 2z); z(logzy” + 2+ z)).

Le soluzioni del sistema V f(z,y) = 0 nell'insieme D sono P; = (1,Ve™3)
e P, = (1,—Ve3). Per stabilire la natura di tali punti, calcoliamo ora il
determinante della matrice hessiana in P; e in P,. Risulta:

men=o(1+2).

[ @ y) = fo(x,y) =logay® + 3 + 2z,
2x

1
fyy(xﬂ y) = ?7

Il determinante della matrice hessiana in P; é pari a 2 e poiché f2 (Py) > 0, il
punto P; é di minimo relativo. Anche il determinante della matrice hessiana

in P, é pari a 2, ma fI (P,) <0, quindi P, é un punto di massimo relativo.

Soluzione del secondo esercizio
L’insieme di definizione della forma differenziale lineare é A = {(z,y) : y <
x}, che é un insieme aperto e convesso. Pertanto la chiusura della forma
differenziale lineare implica la sua esattezza. Risulta:

ox
dy Az -yr—y’
oy 1
or Az —y)r—y

Quindi w é chiusa e pertanto é esatta.
Calcoliamo ora la famiglia delle primitive, utilizzando la definizione.

F(w,y)Z/(N;fy—1>dw=\/m—w+g(y)-



oF
Determiniamo ora la funzione g(y), imponendo la condizione i Y(z,y).

Si ottiene ¢'(y) = cosy da cui g(y) = siny +k, con k € IR. La famiglia della
primitive é quindi

F(z,y)=vVx—y—z+siny+k, keclR.

Soluzione del terzo esercizio
Determiniamo prima l'integrale generale dell’omogenea associata che é un’equazione
di Eulero. Abbiamo a1 = 2 e ag = —2 e con la sostituzione x = e* otteniamo
la seguente equazione a coefficienti costanti:

"+ =20 =0,
la cui equazione caratteristica é
M+A-2=0

che fornisce le due soluzioni \; = 1 e Ao = —2. Quindi due soluzioni
indipendenti dell’equazione a coefficienti costanti sono date da

ui(z) =e*, wg(z) =e %,
e sostituendo z = log = si ha l'integrale generale dell’equazione di Eulero:
C2

y(x) =z + px

Determiniamo ora un integrale particolare dell’equazione non omogenea.

arctan x
Normalizzando ’equazione, il termine noto é f(x) = ——5— il determi-
T
3
nante della martice wronskiana di (u1,u2) é —— e la sua matrice inversa ¢
T
data da:
2 1
3z 3
z? z3
3 3

Pertanto 1 ¢
arctan x
wie) = 3 [T,



1
va(x) = —g/azarc‘uanxdm,

da cui 1 1 1
vi(x) = ~3 arctan z + 3 logz — élog(glc2 +1),
(z) L2 arctana + <2 — = arct
vo(z) = —<zarctanx + —x — — arctan x.
6 6 6

L’integrale particolare é quindi

() . 1 . N 1 s 241
x) = —= arctanxz — — arctanxz + — + = lo
y 2 612 6x 6 & 2

L’integrale generale dell’equazione é pertanto:

1 1 1 241
y(x):cla:+§:22—2arctanaz<1+3x2> +6—x+£log$;— .
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Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.

1. Dopo averne giustificato l'esistenza, determinare il massimo e il minimo
assoluti (e i punti in cui sono assunti) della funzione

fle,y) =a*+ 9> —xy
sull’insieme D = {(z,y) € R*: 2+ y* <1, y > 0}.

2. Si consideri la forma differenziale lineare in IR?

20 + 2%y +y 22 + xy? + 2y
= d dy.
ooy = LTI gy BT,

Calcolare I'integrale curvilineo di w lungo la curva

\/§—COS.T s 7T
={(z,y) eR*: y=arsin————, — <z < -}
7= {@y) y = aresin o 1SS 50

3. Risolvere il seguente problema di Cauchy:

y" 4+ 9y = sin 2z + 2 cos 2x

y(0)

_T
5

3
/0 _ =
y'(0) z



Soluzioni della prova scritta di Analisi Matematica Ila
c.l. Ambiente e Territorio
Appello del 10. 07. 2006

Soluzione del primo esercizio.
La funzione ammette massimo e minimo assoluti perché é continua e I'insieme
D é compatto. L’espressione del gradiente é Vf(z,y) = 2z —y; 2y —z). I
sistema V f(z,y) = 0 non ha soluzione nell’insieme D°. Analizziamo quindi
la restrizione di f alla frontiera di D. Cominciamo con il tratto dell’asse
delle x compreso tra —1 e 1. Risulta f(x,0) = x2. I punti candidati sono
quindi
P, =(0,0), P, =(-1,0), Ps =(1,0).

Esaminiamo ora il tratto della semicirconferenza centrata in (0, 0) e di raggio
1, contenuta nel primo e secondo quadrante. Una parametrizzazione di tale

T = cosf

t =sinf
con § € [0, 7]. La funzione ristretta a tale curva é quindi f(6) = 1—sin 0 cos 0,
la cui derivata é

curva é

f'(6) = sin? § — cos® = — cos 26.

Le soluzioni dell’equazione f’(6) = 0 sono 6 = %, 0= g, che danno luogo

ai punti

Py - (ﬂﬂ
22

) , Ps=(-1,0).

Calcoliamo infine il valore di f nei punti trovati:

F(P) =0, f(Py) = f(Ps) = f(Ps) =1, f(P1) = %

Pertanto il minimo assoluto é 0 ed é assunto nel punto P;, mentre il massimo

assoluto é 1 ed é assunto nei punti Py, P3, Ps.

Soluzione del secondo esercizio
Riscriviamo X e Y come segue:




2y

Risulta
X _ | _ov
oy Oz’

quindi w é chiusa e pertanto é esatta essendo definita in IR%. Pertanto
I'integrale curvilineo lungo una curva regolare non dipende dalla curva, ma
solo dagli estremi. Calcoliamo allora la famiglia delle primitive, utilizzando
la definizione.

Fle) = [ (G20 +v) do 10) = +1) 42y + ).

OF
Determiniamo ora la funzione f(y), imponendo la condizione Ei Y(x,y).
Y

2
Si ottiene f'(y) = ﬁ dacui f(y) = In(y?>+2)+k, con k € IR. La famiglia

della primitive é quindi
F(z,y) =In(z* + 1)(y* +2) +ay + k, ke R

Determiniamo ora gli estremi della curva. Per x = 7/4 otteniamo y = 7/4,
mentre per z = /2 otteniamo y = 7/4. L’integrale richiesto é quindi

472 +16 72

/Ww = F(r/2,m/4) = F(n/4,m/4) =0 52 4 T

Soluzione del terzo esercizio
Determiniamo prima l'integrale generale dell’omogenea associata che é un’equazione
del secondo ordine a coefficienti costanti. L’equazione caratteristica é A% +
9 = 0 che fornisce le due soluzioni complesse A\; = —37 e Ay = 3i. L’integrale
generale della omogenea é quindi

y(x) = ¢1 cos 3z + cg sin 3z.

Determiniamo ora un integrale particolare dell’equazione non omogenea che
é della forma
y(x) = t1 cos 2z + to sin 2z.

Sostituendo nell’equazione data si ottiene

5t1 cos 2x + Hto sin 2x = cos 2z + sin 2z,



da cui si ricava t; = 2/5 e to = 1/5. L’integrale generale dell’equazione é
pertanto:

2 1
y(z) = ¢1 cos3x + casin 3z + § €08 2z + 5 sin 2.

Imponendo le condizioni iniziali si ricava infine ¢; =1 e ¢ = 3/5.
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Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.
1. Data la funzione
v® + 2%y + zy?
flw,y) = Ty
0 , (,9) = (0,0)

studiarne la continuitd, calcolare le derivate direzionali uscenti da (0, 0)
e stabilire se ¢é differenziabile in (0, 0).

, (z,y) # (0,0)

2. Calcolare il seguente integrale

/// Z-e$2+y2dmdydz,
D

dove D é il dominio delimitato dalla superficie z = 22 + y? e dal piano
z=1.

3. Risolvere il seguente problema di Cauchy:

T
/

9
y ==y + 35y
T X

y(1) =0



Soluzioni della prova scritta di Analisi Matematica 11
c.l. Ambiente e Territorio
Appello del 5. 09. 2006

Soluzione del primo esercizio.
Studiamo la continuitd in (0,0). Passiamo a coordinate polari:

f(pcos¥, psind) = psin(1 + sin v cos ¥);
[l)ii%psin Y(1+sindcosd) =0, V.
Proviamo ora 'uniformité rispetto a 1. Risulta
|psind(1 + sind cos )| < p|sin | + psin? | cos 9| < p+ p = 2p := g(p),
ed essendo g un infinitesimo per p — 0, si ha I'uniformita rispetto a .

Proviamo ora l’eseistenza delle derivate direzionali uscenti da (0,0). Posto

v = (v1,v2) con |v| =1, si ha:
g (s t2) = £(0,0) . PP0a(0f + vf + vivg) _

=0 t t—0  t3(v} + v3)

Sl i) 0 )
(v¥ + v3) ov
In particolare f;,(0,0) =0 e f;(0,0) = 1. Studiamo ora la differenziabilt4 in
(0,0). Risulta

hk?
(h? + k)Vh2 + k2

Passando a coordinate polari si ottiene

e(h,k) =

3 («in?2
i P (sin® ¥ cos )

3 = sin® Y cos V.
p=0 p

La funzione non é quindi differenziabile in (0, 0).

Soluzione del secondo esercizio
Passiamo a coordinate cilindriche:

2. o 2 1 5 1
/// z-e¥ Y dxdydz:/ dz?/ pef d,o/ zdz =
D 0 0 02



1, A 1, L
:77/ pep(l—p)dpzw/ pepdp—ﬂ/pepdp:
0 0 0

1 1 1
= (26 — 2) — 7r/0 p5e”2dp.
Risolviamo l'integrale rimasto, integrando tre volte per parti:
5 2 1 2 4 1 4 2 2 2
p’e dp:§ 2pe’ - p dpzip e’ — [ 2pe? - p“dp =
1 4 2 2 2 1 2 1 4 2 2 2 2
= 5P e’ — pZef +/ 2pe? dpzip e’ —pe” +e” +¢
0

da cui . .
/ ,05ep2dp: —e—1.
0 2

e o dudy — (1 _1>_ (1 _1>:7T
///Dze rdydz =m(ge—5 ) —m(5e 5

Quindi

Soluzione del terzo esercizio
Per il Teorema di Picard-Peano il problema di Cauchy ammette un’unica
soluzione. Risolviamo 'equazione differenziale. Posto z = 7y si perviene
all’equazione differenziale lineare

, 3 e’
dept e
le cui soluzioni sono ]
xT X
z(x) = —(xe” —e” 4+ ¢
() = =5 )

e quindi

— 1 T T 3
y(x) = 5 (xe® —e" +¢)°.

Imponendo la condizione iniziale si ricava ¢ = 0.
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Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.

1. Dire se la seguente forma differenziale lineare

.172

w(z,y) = 2\/@@6—1— (2\/@4— ;@) dy

¢é esatta nel suo dominio di definizione e in caso affermativo trovarne le
primitive.

2. Calcolare il seguente integrale

/// In(2® + 5y + 2*)dzdydz,
D

dove D ¢ l'insieme delimitato dalle bocce di centro (0,0) e raggi 1 e 2.
3. Risolvere il seguente problema di Cauchy:

Yy =sin2r —ytanzx

y(0) = -1



Soluzioni della prova scritta di Analisi Matematica 11
c.l. Ambiente e Territorio
Appello del 26. 09. 2006

Soluzione del primo esercizio.
L’insieme di definizione della forma differenziale lineare é A = {(z,y) €
IR? : 2 >0, y > 0}, che é convesso. Poiché X e Y sono di classe C1(4), per
verificare 'esattezza di w é sufficiente verificarne la chiusura. Risulta:
0X _3x0Y
aiy(wvy) - 4\/@ - %(xay%

e quindi w é esatta in A. Determiniamo ora i potenziali.

F(z,y) = Q/Wdac—i-f =3 /y\ﬁdx—i-f()
:‘””yyfw(y):x\/xfwf(y)-

OF
Determiniamo f(y), imponendo la condizione a—(m,y) =Y (z,y). Si ha
Y

O (a) = 5ot ) = e+ =

1
da cui f'(y) = —, cioé f(y) = 2,/y+¢, con ¢ € IR. I potenziali sono quindi

VY
F(z,y) =zyry+2/y+c¢, ceR.

Soluzione del secondo esercizio
Passiamo a coordinate sferiche. Tale cambiamento di variabili é individuato
dalla trasformazione

h(p,p,0) = (psinpcosh, psinpsinb, pcosyp),
con 0 € [0,2n], pe[l,2]epc[0,n].

2T 2 i
/// In(z? + y* + 2%)dedydz = / d@/ p° In p2dp/ sin pdp =
D 0 1 0

2 1 1 2
2871'/1 p*Inpdp = 8n {3p3lnp— 9p3]1 =8r <§ln2—;).



Soluzione del terzo esercizio
Per il Teorema di Picard-Peano il problema di Cauchy ammette un’unica
soluzione. Risolviamo l'equazione differenziale del primo ordine lineare. Si
ha a(z) = —tanz e f(z) = sin 2z. Quindi

o(r) =— /tan xdx = In(cos ),

pertanto
y(x) = cosz(c — 2cosx).

Imponendo la condizione iniziale si ricava ¢ = 1.
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Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.

1. Determinare 1 massimi e i minimi relativi della funzione

3y
o) =srmry

2. Calcolare il seguente integrale curvilineo

/E dx + ylog x dy,
7Y

1
dove v é I'arco di iperbole y = —, con 1 < x < e.
x

3. Risolvere il seguente problema di Cauchy:

y// _ 4y/ _|_4y — 46295



Soluzioni della prova scritta di Analisi Matematica 11
c.l. Ambiente e Territorio
Appello del 13. 12. 2006

Soluzione del primo esercizio.
11 dominio della funzione é IR%. L’espressione del gradiente é

—6xy 6+ 32 — 312
2422 +y2)2 (2422 +y2)2

Vi(z,y) = (

Le soluzioni del sistema V f(z,y) = (0,0) sono P; = (0,v/2) e P, = (0, —/2).
Esaminiamo la natura di tali punti critici. Calcoliamo le derivate seconde.
1" (z,y) = 6y(3x2 —-2- yQ)’

62(3y? — 2 — 2?)
" _ _
fxy(xay) _fyar(xay) - (2+$2+y2)3 ’
" (.T ) — 6y(*33§'2 -6+ y2)

yy\0 Y 2+ 22 + y2)3

Risulta infine |H(Py)| = 9/32 = |H(P,)| e poiché f2 (P1) < 0 il punto P; é

T
di massimo relativo, mentre P, é di minimo relativo essendo f2 (P2) > 0.

Soluzione del secondo esercizio

e 61
/Edac—i—ylnmdy:/ x2dw—/ n—;dx.
7Y 1 1 x

Risolvendo I'ultimo integrale per parti si ottiene infine

Inz® e
/gdac—}—yln:cdy: [1/323]% + {n:v} - 1/2/ r3dx =
vy !

222 |4
B U TPRYY B N S U T
3 3 2e? 222], 3 3 2?2 4e?2 4
1,87
3 4e? 12

Soluzione del terzo esercizio
Per il Teorema di Picard-Peano il problema di Cauchy ammette un’unica



soluzione. Risolviamo 'equazione differenziale, che é del secondo ordine a
coefficienti costanti. La soluzione dell’omogenea é

y(x) = c1€*® + cowe®™.

Ora, poiché a = 2 é soluzione dell’equazione caratteristica e 2o + a = 0, un
integrale particolare é
7(z) = 2z

Pertanto le soluzioni dell’equazione sono
y(x) = c1e®® + cowe®® + 2xe®,

Imponendo le condizioni iniziali si ricava ¢y = 1 e ¢g = 3. La soluzione del
problema di Cauchy é

y(x) = e2®(1 + 3z + 22%).
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Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.

1. Determinare gli eventuali punti di massimo e minimo relativi della fun-

zione
f(z,y) = 2y* — 32* + 52?y* — 3.

Determinare inoltre i punti di massimo e di minimo assoluti nel trian-

golo
T={(zyeR: 0<z<1, 0<y<ua}

2. Calcolare il seguente integrale curvilineo

1
3 2
cosx + —— = | dr + 3y~ sinx dy,
L(y 1+(:c+7r)2> Y Y
1
}.

dove v = {(z,y) € R? : y= (2cos’z)a?z, — <z <
3. Dopo aver verificato che y(x) = e® é soluzione dell’equazione differenziale

>3
N

2, (z—1)?
— y —
x?+1 241

!

Y

y =0,

determinare l'integrale generale. Calcolare poi la soluzione che verifica
la condizione lim, ;. y(z) = 0.



Soluzioni della prova scritta di Analisi Matematica 11
c.l. Ambiente e Territorio
Appello del 28. 03. 2007

Soluzione del primo esercizio. Il dominio di f é IR?. 1l gradiente
della funzione é

Vi(z,y) = (—122° + 10zy?, 8y> + 1022y).

11 sistema V f(z,y) = (0,0) fornisce l'unica soluzione (0,0). Stabiliamo la
natura dia tale punto. Il test della matrice Hessiana non fornisce infor-
mazioni, essendo |H (0,0)| = 0. Consideriamo allora le restrizioni di f agli
assi cartesiani:

Jly=0 = =32 - 3:= g(z) = ¢/(z) = —1227,
cioé (0,0) é un punto di massimo relativo per g;
fiomo = 2y* = 3:= h(y) = N (y) = 8°,

cioé (0,0) é un punto di minimo relativo per h. Pertanto (0,0) é un punto
sella per f.

Determiniamo ora il massimo e il minimo assoluti di f nel triangolo dato. 1
punti critici lungo I’asse delle z, con 0 < z < 1, sono P; = (0,0) e P» = (1,0),
mentre quelli lungo la retta z = 1, con 0 < y < 1, sono P3s = (1,1) e P»
gid determinato. Il tratto di frontiera y = x, con 0 < x < 1 fornisce i punti
P; = e P53 gid determinati. Calcoliamo ora il valore di f nei tre punti:

f(P) ==3, f(P)=—-6, f(P5)=1.

Il massimo assoluto nel triangolo é 1, assunto in P53, mentre il minimo asso-
luto é —6, assunto in Ps.

Soluzione del secondo esercizio
Poniamo

1

]_—|—($—|—77)2) d.'l: + 3y2 SinfL’ dy

w(x,y) = <y3 cosx +

Proviamo che w é esatta, in modo che I'integrale curvilineo di w non dipenda
dalla curva, ma solo dai suoi estremi. L’insieme di definizione della forma



differenziale lineare é IR?, quindi, per verificare I’esattezza di w, é sufficiente
verificarne la chiusura. Risulta:

X ) )
3y (00 =30 cos = (),

e quindi w é esatta. Determiniamo ora i potenziali.

fay) = [ 3y?sing dy+ ) =y sina + ¢(a).

OF
Determiniamo &(z), imponendo la condizione —(x,y) = X (x,y). Si ha

Ox

F
gx(x,y) =yPcosz + &' (x) == y> cosx +

1
1+ (z+m)?’

da cui &(x) = arctan(x + m) + ¢, con ¢ € IR. I potenziali sono quindi
f(z,y) =y3sinz + arctan(z + 7) + ¢, c€ IR.

Determiniamo ora gli estremi della curva. Per x = &, otteniamo y =
V/(3/2)%, mentre per x = § otteniamo y = 1. Quindi

/Ww =f (Z, 1) —f (g, W) = \f—gé—i—arctan (ZW) —arctan (ZW) .

Soluzione del terzo esercizio
E’ immediato verificare che y(z) = e® é una soluzione dell’equazione differen-
ziale. Posto yi(x) = €* e a(x) = Ry un’altra soluzione linearmente
x
indipendente é fornita dalla seguente formula:

e fa(z)dr

yo(x) = y1(x /7dx.
D=0l [ =)
Risulta
/ (z) d;v:/ 2 dz = log(x? + 1);
a $2 ¥ 1 g )
quindi

241
yo(x) = ex/ i ;; dx = ex/(x2 + 1)e 2% da.
e



Integrando due volte per parti si ottiene infine

1
y2(z) = €” (—26_%(%2 +1) + /me‘h dx) =
1 1 1
= —56_236(%'2 +1) +e” (—zxe_% + 3 /6_2‘” dac) =
1 —T 2
= _16 (22 + 2z + 3)
L’integrale generale é:
y(x) = c1e® + coe (202 + 20 +3),  c1,c0 € R

La soluzione che verifica la condizione richiesta si ottiene per ¢; = 0.
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Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.
1. Studiare la continuité e la differenziabilita della funzione
sin? xy
flz,y) = 2ty
0, (z,y) = (0,0)

(z,y) # (0,0)

Calcolare inoltre le derivate direzionali uscenti da (0, 0).

2. Calcolare il seguente integrale doppio:

y2
—————— dxd
//Dx2+y2+1 vy,

dove D ¢ la parte di corona circolare di centro l'origine e raggi 1 e 2,
contenuta nel secondo quadrante.

3. Risolvere il seguente problema di Cauchy:

)

' =2y + 2y%%1
Y =2y +2y Og(1+ew



Soluzioni della prova scritta di Analisi Matematica 11
c.l. Ambiente e Territorio
Appello del 18. 04. 2007

Soluzione del primo esercizio.
Studiamo la differenziabilitd della funzione nel punto (0,0). Risulta

sin? zy

D T

Calcoliamo il lim, ) (0,0) e(z,y). Passando a coordinate polari si ottiene:

lim sin?(p? cogs ¥sin ) ~ lim sin?(p? cos 19 51211 v) peos? 9sin? 9 = 0.
p—0 p p—0  p*cos? 9 sin® I

sin?(p? cos ¥ sin 1)

Verifichiamo ora I"uniformitd rispetto a 9. Poniamo h(p) := —
p* cos? ¥ sin®
Poiché lim,_q h(p) = 1, in corrispondenza di ¢ = 1/2, esiste § > 0 tale che
Vp < § risulta |h(p) — 1] < 1/2, da cui |h(p)| < 1+ 1/2 = 3/2. Pertanto

|f(pcos®, psin®)| < 3/2p := g(p),

per un opportuno §. Quindi il limite é uniforme rispetto a . La funzione
é percié differenziabile in (0,0) e quindi é continua in (0,0) ed ammette
tutte le derivate direzionali uscenti dall’origine. Infine si trova facilmente

che %(0,0) =0.

Soluzione del secondo esercizio
Passando a coordinate polari 'integrale si scrive

2 P3 ™
/ 5 dp / sin® 4 do.
1 1+p /2

Per quanto concerne il primo integrale, eseguendo la divisione tra polinomi

otteniamo
[ -
1 14 p? 1 1+

21 3 5
- lp—ln(Hp)

,11,
2 2 2 22

1



Per il secondo integrale si ha

vy 1 T
/ sin29 dd = = | (1—cos20) df = .
/2 2 Jr/2 4

Il valore dell’integrale richiesto é quindi

Y 3 T, 5
— Y grdy=Sn— T2
//jja:2+y2+1 TWERT TR

Soluzione del terzo esercizio
Per il Teorema di Picard-Peano il problema di Cauchy ammette un’unica
soluzione. Chiaramente y(z) = 0 é soluzione dell’equazione differenziale
(che é di Bernoulli), ma non del problema di Cauchy. Poniamo yfé =ze
notiamo che z(z) > 0 per ogni z. L’equazione differenziale diventa:

1
Z=—z—In ,
1+e*
che é un’equazione differenziale lineare, in cui a(x) = —1e f(z) = —1In H%
Risulta
/oz(x) dex = —x
e

1
Tde=— [e€"1 dx.
/,B(x)e x /e ni

Operando la sostituzione e* = ¢, si ottiene

/ﬂ(ac) e dr = /ln(l—i—t) dt = tln(1+t)—/ %H dt = (1+€%) In(1+e")—e”.

La soluzione nella variabile z é

z(x) = (e 4+ 1)In(14+€*) =1+ ce™ ™,
e quindi

(@) :

x) = :

Y (e + 1) In(1 + %) — 1 + ce ]2

Imponendo la condizione iniziale si determinano due valori per la costante
c:cg=3—-2In2ecy=—-1-2In2. Se ¢ = ¢z si otterrebbe z(0) = —2 che é

impossibile. L’unica soluzione del problema di Cauchy si ottiene quindi per
cC=2C1.




UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PERUGIA
Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio
Prova scritta di ANALISTI MATEMATICA Ila
Prova del 04.07.2007

Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.

1. Determinare, se esistono, i massimi e i minimi relativi in IR?, della fun-

zione
flz,y) = ylr +y—2|.

Esistono massimi e minimi assoluti in IR??

2. Determinare l'area della regione di piano D delimitata dalle rette di
equazione y = 0, x = log2 e dalla curva v di equazioni parametriche

x(t) = log(t + 1)
{y(w:;tgﬂ t €1[0,1].

3. Determinare la soluzione del problema di Cauchy:

a?y" = 2xy' + (5/4)y = (1/2)\/x
y(1) =0
y'(1) =1.



Soluzioni della prova scritta di Analisi Matematica 11
c.l. Ambiente e Territorio
Appello del 4. 07. 2007

Soluzione del primo esercizio.
11 sistema V f(z,y) = (0,0) fornisce l'unica soluzione (2,0), che peré é un

punto che appartiene alla retta y = —x + 2. Non é possibile quindi stabilire
con il test dell’hessiano la natura di tale punto.
La funzione si annulla sui punti della retta y = —x 4+ 2 e sull’asse delle z.

Studiando il segno della funzione, possiamo concludere che i punti del tipo
(x,—z +2) con x < 2 sono di minimo relativo, mentre i punti (z, —x + 2)
con z > 2 sono di massimo relativo. Il punto (2,0) é un punto sella, cosi
come tutti gli altri punti dell’asse x.

Soluzione del secondo esercizio
Applicando le formule di Gauss - Green, si ottiene

mD)= [ wdy

dove la frontiera di D é formata dal segmento posto sull’asse delle = che
congiunge i punti (0,0) e (log2,0), dal segmento posto sulla retta = = log 2
che congiunge i punti (log2,0) e (log2,3/2) e infine dalla curva 7. Pertanto

1 1
/ xdy:/ log 2 dy—/ (t+1)log(t+1) dt.
+FrD 0 0

Risolvendo I'ultimo integrale per parti, si ottiene infine

m(D) = z —log 2.

Soluzione del terzo esercizio
E un’equazione di Eulero. Risolviamo prima l'omogenea associata. Posto
x = e® en(z) =y(e?) siottiene

5
W' =30+ n=0



la cui equazione caratteristica é
A =4\ +5/4=0.
Quindi il sistema fondamentale per I'omogenea é
{x5/2,x1/2}.
Determiniamo ora un integrale particolare.

det(W(x)) = —2x?,

2—3/2
2
W) "o ( ) ) - ,
21/2
T2
pertanto
2—3/2
1
v(z) = /\/f dx.
4 T —$1/2
1 1
’Ul(fl}') = 1/(1)73(1% = —@7

1 1
va(z) —1/4/;61:13: —Zlogaz.

Quindi
_ 1 1
(w) = Vi - VEloga,
e percié 'integrale generale dell’equazione differenziale é

y(z) = 1’ Ve + Vx (02 — ilogaz) .

La soluzione che verifica le condizioni richieste si ottiene per ¢; = 5/8 e

Cy = —5/8.



UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PERUGIA
Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio
Prova scritta di ANALISTI MATEMATICA Ila
Prova del 07.09.2007

Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.

1. Determinare i punti di massimo e minimo relativi e assoluti della funzione

1
Fay) =) 2ap_zp @W7FO0Y
0 (z,y) = (0,2).

sul triangolo delimitato dalle rette x =0, y =0exz+y —3=0.

2. Calcolare il seguente integrale curvilineo

/fc ly| ds,
.

dove v é larco di ellisse di equazione x?/36 + 3?/9 = 1 che congiunge
i punti (0,—-3) e (6,0).

3. Dopo aver risolto I'equazione differenziale

2 sin 3x
Yy = _7y+ 2
T

T

determinare la soluzione tale che

hH[l) y(z) = 3/2.



Soluzioni della prova scritta di Analisi Matematica 11
c.l. Ambiente e Territorio
Appello del 07. 09. 2007

Soluzione del primo esercizio. La funzione non é continua in (0, 2).
Infatti, passando a coordinate polari,

1
w0z (z.4) = limy 2T
Pertanto la funzione non ammette massimo assoluto nel triangolo 7. Ora,
poiché f(z,y) > 0 V(x,y) € T e f(0,2) = 0, il minimo assoluto é zero
ed ¢é assunto nel punto (0,2). Facilmente si verifica che la funzione non é
derivabile parzialmente rispetto ad x e y nel punto (0,2). Il gradiente della
funzione é

0 - (g )

[22 4+ (y — 2)2?" [22 + (y — 2)??

Il sistema V f(z,y) = (0,0) fornisce I'unica soluzione (0, 2), che quindi non
é accettabile. La funzione non presenta quindi massimi e minimi relativi
interni a 7.

Soluzione del secondo esercizio
Una parametrizzazione della curva ~ é la seguente:

{ x(t) = 6cost

y(t) = 3sint

cont € [%71’, 277] Quindi

27
/x\y| ds = 18/3 sintcost\/36sin2t+ 9cos?t dt =
v 2T

27 1 27

=18 \ sintcostv 36 — 27 cos?t dt = 3 /s 54sintcostyv 36 — 27 cos?t dt =
a7 27

_ 2 2 13/2]%7

=3 (36 — 27cos? 1) }%W = 42



Soluzione del terzo esercizio

L’equazione differenziale é del primo ordine lineare, con «(z)

/a(:c) dx
[ sy g~ e

La famiglia delle soluzioni dell’equazione differenziale é quindi

1
<—3 cos 3x + c) .

Determiniamo ora la soluzione richiesta.

sin 3x
x?

Si ha quindi

—2lnz,

y(z) = %

1

-2 e la)

) c—gcos?)x 1. .. 3c—-cos3x
lim —2—— = = lim =
z—0 T2 3 z—0 T2
3c— 3 3

=3lim = % 3ol em o=

x—0 912 2

La soluzione cercata é
y(x) = =— (1 — cos 3x).
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Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.

1. Determinare il massimo e il minimo assoluti della funzione
sull’insieme

D={(zy,2) € R*: 2* +y*+ 2> —9=0}.

2. Data la forma differenziale lineare

w(z,y) = (ax®/y + z) dz + (5\/%3 + 3y2> dy,

stabilire i valori dei parametri o, § € IR affinché w sia esatta nel
suo insieme di definizione. Determinare infine il potenziale f tale che

£(0,1) = 2.

3. Risolvere il seguente problema di Cauchy:

23+ 322 —2 32
1 !
_ —0
3 — 2 Y +x3—2y
y(0) =0
y/(0) = 10

(Sugg: Una soluzione dell’equazione differenziale é y;(z) = e*.)



Soluzioni della prova scritta di Analisi Matematica 11
c.l. Ambiente e Territorio
Appello del 28. 09. 2007

Soluzione del primo esercizio. La funzione é continua e 'insieme D
é compatto. Quindi per il teorema di Weierstrass f ammette il massimo e
il minimo assoluti. Utilizziamo il metodo dei moltiplicatori di Lagrange. La
lagrangiana si scrive
H(z,y,2,A) =5 — 2y + 22+ Mz® +y* + 2° - 9).

Il sistema VH = (0,0, 0,0) fornisce le soluzioni P;(—1,2,—2) e P»(1,—2,2).
Poiché f(P1) = —9 e f(P) = 9, il massimo assoluto é 9 ed é assunto in
P — 2, mentre il minimo assoluto é —9 ed ¢é assunto in P;.

Soluzione del secondo esercizio
L’insieme di definizione di w é

A={(z,y) € R*: y >0},

che é un insieme convesso e w € C1(A). Quindi la chiusura implica ’esattezza.
La f.d.l. é chiusa se e solo se a = 63, V[ € IR. Determiniamo ora i poten-
ziali.

$2
Fy) = [(6852 VT + 2) da +9(y) = 2055 + 5 + g0,

0
Determiniamo ¢(y), imponendo la condizione 8—f(:c,y) =Y (z,y). Si ha
Yy
J'(y) = 3y",
da cui g(y) = 4> + ¢, con ¢ € IR. 1 potenziali sono quindi

2
f(x,y):26m3\/§+%+y3+c, c € IR.

Imponendo la condizione richiesta si ottiene ¢ = 1.

Soluzione del terzo esercizio
E’ immediato verificare che y(z) = e® é una soluzione dell’equazione dif-
3 2
. z° + 3z — 2 .
ferenziale. Posto yi(x) = e* e a(x) = 3 g un’altra soluzione
x J—



linearmente indipendente é fornita dalla seguente formula:

e fa(a:)dx

yo(z) = yl(x)/y%(x) dz.

Eseguendo la divisione tra polinomi, si ottiene
/a(x) dx = —x — log(z® — 2).

Quindi
ya(z) = em/e_x(ac?’ —2) dux.

Integrando tre volte per parti si perviene infine a
yo(z) = —3 — 32 — 62 — 4.
L’integrale generale é
y(x) :Clex—02($3+31172+637+4), c1,¢2 € IR.

La soluzione che verifica il problema di Cauchy si ottiene per ¢; = 20 e
Cy = 5.
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Prova del 12.12.2007

Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.

// y dxdy
E

9
E={(r,y) €eR*:2>0, y>0, v+y <3, x2+y2z§}.

1. Calcolare I'integrale

dove

2. Calcolare I'integrale curvilineo

tan(z/2)
v tan?(z/2) +1
dove 7 ¢ la bisettrice del primo quadrante congiungente (0,0) e (3, 7).

3. Trovare la soluzione del problema di Cauchy

r_ :C3y . ny
y(0) = 2.



Soluzioni della prova scritta di Analisi Matematica 11
c.l. Ambiente e Territorio
Appello del 12. 12. 2007

Soluzione del primo esercizio. L’insieme F puo essere visto come
I'unione dei due domini normali all’asse (per esempio) y definiti dalle

B ={(z,y) e R>:0<y<3/V2, \J(9/2) —y2 <z <3y},
Ey={(z,y) e R*:3/V2<y <3, 0<z<3—y}.

Integrando, otteniamo
// ydxdy = // yda:dy—i—/ ydxdy
E By E»

3/V2 3—y 3 3—y
= d dx + d / dx
/0 v V(9/2)—y? 3/\/5y Y 0
3/vV2 ) 3 )
=/ By—y"—y (9/2)—y2)dy+/ (3y —y*)dy
0 3/V2

_ [3y2 y® ((9/2) —y2)3/2r/ﬁ l3y2 y3r
(2L RE I n 7
3 3],

3 2

0 /2
27 9 9 27 27 9
B RN A T W,
9.9 94 1,
2 22 2 V2

Soluzione del secondo esercizio
Le equazioni parametriche della bisettrice sono date dalle z(t) = ¢, y(t) =
t, con t € [0,7/2]. Quindi
ds = \[x"(t) + y2(t)dt = V2dt.

Dalla definizione di integrale curvilineo rispetto alla lunghezza d’arco otte-
niamo, con la sostituzione tan(t/2) = u,

/ _ tan(z/2) f/ tan(t/2) _tan(t/2)

tan? ($/2 —|—1 tan?(t/2) + 1
e 2

VY G TR W
0 (1+u2)2 1+u?ly 2



Soluzione del terzo esercizio
Si tratta di una equazione a variabili separabili, estremamente semplice da

risolvere. Si ha: p
D _ oy 1)

/C;y = /(m3 —2%)dx

e quindi integrando, tenendo conto che possiamo scegliere y > 0,

da cui

4 3
x T
1 = — - —+k
og Yy 1 3 +
da cui
e
Y= cexp(z - g),

con ¢ costante positiva. Sostituendo il dato iniziale, otteniamo ¢ = 2. La

soluzione e quindi

zt 23

:2 —_—— — ).
y eXp(4 )
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