UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PERUGIA
Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio
Prova scritta di ANALISI MATEMATICA Ia
Prova del 10.01.2001

Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.

1. Studiare il comportamento della serie numerica

= (n!)?
2 (2n)!"

n=0

Soluzione

Usando il criterio del rapporto si ottiene:

o DI @)l (4 Dl D! (2n)
W Cnr2)! T n T @nt2)! mhn)!
— lim (n+Dnl(n+1)n!2n)! . (n+1)(n+1) 1 <1l

o (2n+2)(2n + 1)(2n)Inln! lTan 2n+2)2n+1) 4

e quindi la serie converge.

2. Si consideri la funzione f : [-3,1] — IR definita da
log(2
r+1
flx)=1¢ (z-1)35, -1<z2<0
inx —2
sin wj 0<a<l
x

Studiare la continuitd e la derivabilitd di f.
Determinare inoltre 1" espressione della derivata prima f .

Soluzione
Studiamo la continuitd di f in x = —1.
log(2
i 082+ _
z——1- x+1



ma f(—1) = 23, Quindi f non é continua in z = —1. Pertanto f
non é derivabile in tale punto.
Esaminiamo ora la continuita in z = 0.

2 .
i SnT-22 L smgc_zz_17
z—0t x z—0t &
e f(0) = —1. Quindi f é continua in z = 0. Studiamo la derivabilita
inr=0 0 )
lim L8 =10 E T
z—0t x z—0t x

lim @) = 1(0) = lim f(z) =

x—0~ T rz—0—
1 2 1

= lim -(z—-1)"3 = -.
Jm @ —1) 3

Quindi f non é derivabile in z = 0. Resta da studiare la derivabilitd
agli estremi.

_ (3 )
lim M: lim f(z) =
z——3T l‘+§ p——3TF
2 2
.+ 1—(z+2)log(x +2) 7, 3
= l =—4-2 1 - = — )
x—>1in%+ ($+1)2(13+2) 8 OgQ f+( 2)’
lim M: lim f/(a;) _
r—1~ rz—1 z—1—
= lim w =cosl —sinl = f;(l)
rx—1— €T

Infine si ha:

r+1—(z+2)log(x + 2) 3

, —s<zxr<-1
, (z + 1)2(z + 2) 2 =7
2
fz)= Tz —1)"3, -1<z<0
rcosx — sinx
—_— O0<x<1.

22 ’

3. Calcolare il seguente integrale definito:

2 2242
| dx.
/0 Ogm—i—l v

2



Soluzione

2

Troviamo prima una primitiva. Notiamo che 1 >0 perz>—1.
x

Usando la formula di integrazione per parti otteniamo

/1 m2+2d ) 2+ 2 /x(m2+2m—2)

o r=xlo — x

S+ 1 S+l (@2 +2)(x +1)
Eseguendo la divisione tra i polinomi 2% + 22? — 2z e 23 + 22 + 22 + 2
otteniamo 1 come quoziente e 2 — 42 — 2 come resto. Pertanto

2 +2 2%+ 2 2% —4x —2
/log dx = xlog —x—/ T
x+1 x+1 (24 2)(z+1)

Usando ora la formula di Hermite si ha

22 —dr —2 A Bx +C

P+t s+l 2tz

Utilizzando il principio di identité tra polinomi si ottiene il sistema

A+B=1
C+B=-4
2A+C = -2

che risolto da i seguenti valori per le costanti A, B, C"
A=1 B=0, C=-4.
Quindi

242 242 1 —4
/10g$+ dmleogz—i_ —x—/idﬂf—/idl’:
x+1 x+1 (x 4+ 1) x? +2

2
e+ 2 1
=zlog 1 —a:—log(a:+1)+2/1+x;da;:
2
2
::clogx + —x—log(w+1)+2arctani+c

1 NG

Se indichiamo con P(z) la primitiva ottenuta per ¢ = 0, risulta

2 2 +2 2
lo dr = [P(z)]2 = 2log2 — 2 — log 3 + 2 arctan —.
| 108 T2 de = [P(@)]f = 210g g 7



UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PERUGIA
Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio
Prova scritta di ANALISI MATEMATICA Ia
Prova del 19.03.2001
Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.
1. Studiare la convergenza semplice ed assoluta della serie numerica
- (="
—
n=12n+(n+1)3

2. Determinare, dopo averne giustificato ’esistenza, il massimo e il minimo
assoluti della funzione

fl@) = (9—a%)7 + |z +2]
nel suo dominio.

3. Stabilire se la funzione f(z) = e~2* cos 3z é integrabile in senso generaliz-
zato nell’intervallo [0, +00] e, in caso affermativo, calcolare I'integrale.



Universita degli Studi di Perugia - Facolta di Ingegneria
Prova scritta di ANALISI MATEMATICA Ia (Ambiente e Territorio)
Appello del 29.06.2001

Svolgere almeno due tra gli esercizi seguenti:

1. Stabilire il carattere della seguente serie numerica, motivando adeguata-

mente la risposta:
< n+2

> m@/mn-

n=1

2. Provare che la funzione f : [1,3] — IR :

log x
) :L‘ 6 [176]

flay={ V7
e 12,z €led

¢ continua in [1, 3] e determinare la classe delle primitive in [1, 3].

3. Si consideri la funzione:

(22 + 22 + 1)

f(z) =log Tt a

Trovare i valori della costante a € IR per i quali la funzione f possiede
punti di massimo o di minimo relativo nel proprio dominio. Si deter-
minino poi questi questi punti.



Soluzioni della prova scritta di Analisi Matematica Ia
c.l. Ambiente e Territorio
appello del 29.06.2001

1. La serie e a termini positivi. Usiamo quindi il criterio del rapporto.

Risulta:
(2n® +1)(n + 3)

(n+2)2(n+1)3+1)

il cui limite per n — 400 € 3/2 > 1. Percio la serie diverge.

any1 3
2

Qn

2. La f ¢ ovviamente continua in ogni punto di [1, 3] diverso da e. Ma essa
e continua anche in e perche :

lim_f(z) = lim_f(z) = e "/

z—e™t r—et

Per il calcolo delle primitive consideriamo la funzione integrale:

Se 1 < z < e, ponendo z = /1, si ha:

= logt
Fle) = [ 298t — 2/ log 2%d
() i ogz-dz

= 4/ log zdz = 2v/zlogx — 4\/x + 4.
1

Se invece x €le, 3], si ha:

¢logt
F = —_dt / e V2dt
(z) VA

= —2J/e+d+e 1/2(33—6).

Pertanto la classe delle primitive ¢ data dalla famiglia di funzioni:

/f(x)dx:/ff(t)dwc, ce R



3. La funzione puo essere scritta nella forma:

T+ 1)?
flz) = log(x_i_CL) )
Il campo di esistenza della f e 'insieme
D={ze€R:z>—a, v# —1}.
Derivando la funzione in D si ottiene:

r+a (x+1)(xr -1+ 2a) _ x—1+2a
(x+1)2 (x + a)? (x+1)(x+a)

) =

Questa derivata si annulla se e solo se © = 1 — 2a. Ora i valori di
a tali che 1 — 2a € D sono quelli per cui 1 — 2a > —a, cioe a < 1, e
1—2a # —1, cioé a # 1. Pertanto questi valori sono tutti e soli i numeri
a minori di 1.

Siccome per tali valori di a risulta —a > —1, in D, si ha anche x +1 >
0, cosicche la derivata cambia segno a seconda che x < 1 — 2a oppure
x > 1—2a. In particolare se €] —a, 1 — 2a| allora f’(z) < 0, mentre
sex > 1—2a f'(x) > 0. Pertanto per ogni valore di a < 1 la f ammette
minimo relativo, mentre non ha massimi relativi.



UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PERUGIA
Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio
Prova scritta di ANALISI MATEMATICA Ia
Prova del 23.07.2001

Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.

1. Studiare il comportamento della serie numerica

(nl/n . 1)n'

n=1

Svolgimento

La serie ¢ a termini positivi. Usando il criterio della radice si ottiene:

lim {(nl/” — 1)”}1/71

- h%nel/"log” —1=0.

= lirrlnnl/” —1=

e quindi la serie converge.

2. Data la funzione f : IR — IR definita da
1

e 9—.1'2

) = ’
(x —a)(x+3)?% |z|>3

lz| < 3

dopo aver determinato il valore del parametro a € IR in modo che f
risulti continua su IR, studiare la derivabilita.

Svolgimento

Determiniamo a € IR in modo che f sia continua.

1

. h 2
lim e 9— 2% =0,



e f(=3) = 0. Quindi f é continua in x = —3, per ogni a € IR.
Esaminiamo ora la continuitd in x = 3.
1

lim 6_9 —1? = 0,

r—3~

e f(3) = 36(3 —a). Quindi f é continua in x = 3 se e solo se a = 3.
Pertanto f é continua su &2 se a = 3. Studiamo la derivabilita di f.
Per —3 < x < 3 si ha
1
fx)=e 9—1*.

2z
(9 — 22)%’
mentre per < —3, x > 3 si ha

!

f(z)=3x+3)(x—1).

Studiamo la derivabilitd in z = —3.
lim_f'(z) =0,
quindi f é derivabile in # = —3 con f'(—3) = 0. Esaminiamo infine il
punto z = 3.
lim f(z)=0,
mentre
lim f(z) = 36

quindi f non é derivabile in x = 3.

3. Calcolare I'area della regione di piano delimitata dalle rette z = 1, x = —1

e dalla curva di equazione f(z) = SR
x

Svolgimento



Poiché f é positiva nellintervallo [—1, 1], area richiesta é fornita dal

seguente integrale:
1 1
/_1 2+ 1/3 de.

Effettuando la sostituzione z'/? = t si ottiene l'integrale

3 ki d
t.
/_1t—|—2

Eseguendo la divisione tra i polinomi t? e t + 2 si ottiene ¢t — 2 come
quoziente e 4 come resto. Pertanto si ha

1
i
-1

t2
= [3/2t> — 6t + 121og(t + 2)]", = 121og 3.



UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PERUGIA
Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio
Prova scritta di ANALISI MATEMATICA Ia
Prova dell’ 8.09.2001

Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.

1. Calcolare il seguente limite

1

lim(1 — z)sinz.

z—0

2. Determinare i punti di massimo e minimo relativi della funzione
fla) = [x(z® = 1))
Esistono massimo e minimo assoluti?
3. Determinare ’espressione della funzione integrale della seguente funzione

3z arctanz?, x € [0,1]

PO x €]1,2]




Soluzioni della prova scritta di Analisi Matematica Ia
c.l. Ambiente e Territorio
Appello dell’8 . 09. 2001

Soluzione del primo esercizio.

1 log(1 — z)
(1—x)sinx =e sinz |
e
| —1 1 -1
i 8@ o logle—1) @
x—0 Sin T x—0 —X Sin T

Dungque il limite richiesto é e~ 1.

Soluzione del secondo esercizio
Dominio di f:R.

li =
m f(z) = +oo,

quindi non esistono massimo e minimo assoluti.

, 52 —1
f (:Z:) = 3 2 2 ‘
3 (x? — 1)
. i _
a}i}%ﬁ f (l’) = =00,
11%17 f'(z) = —oo0,
. / o
i 701 = o
hr{l_ f'(z) = +oo0,

quindi f non é derivabile in x = 0 e in x = 1. Studiamo ora il segno di f’.

N(x)zm:»xg—\f, xz\f,

D(z)>0<=z< -1, z>1



Quindiz =1ex = — sono punti di minimo relativo, mentre x = —1 e

5 - . .
x = — sono punti di massimo relativo.

Soluzione del terzo esercizio
Per 0 <z <1 siha

X
= / 3t arctan t2dt.
0

Operando la sostituzione t? = y e successivamente integrando per parti si
ottiene

2

F(x) = 2/0 arctan ydy = gx arctan 2 — —/

3 3
= 5332 arctan 2> — 1 log(1 + z%).

Per 1 <2 <2 siha

/ 3a:arctan:c2dm+/

3
gTr—flog2+[e t]

3 3 -— 1
=-m—-log2+e ¥ — —.
8 e
Pertanto

3 3
§$2 arctan 22 — 1 log(1+z%), sez €0,1]

3 3 -— 1
gw—flogZ—i-e z — -, se x € [1,2]
e



UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PERUGIA
Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio
Prova scritta di ANALISI MATEMATICA Ia
Prova del 29.09.2001

Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.

1. Studiare la convergenza semplice e assoluta della serie

XL /4" logn+n
(4 e
n=1 n

Svolgimento

La serie assoluta é

> /4\" logn+n
> (5)

n=1 n

Utilizzando il criterio del rapporto si ottiene

(A" log(n+1)+n+1 74\ n 4

i (2) TE L

n n+1 3 logn+n 3
pertanto la serie assoluta diverge.
Studiamo ora la convergenza semplice.
La serie ¢é a segni alterni. Poiché

lim “"L >
7

la successione (ay,), ¢ non decrescente. Quindi la serie é indeterminata.

2. Data la funzione f : [—1,1] —R definita da

20 +2, xe€[-1,0]




determinare il valore del parametro a > 0 per il quale f é continua e
derivabile in [—1,1]. Scrivere inoltre 'espressione di f'(x).

Svolgimento

Esaminiamo la continuitd in = 0.

lim f(z) =a
€
lim f(z) =2,

Quindi deve essere a = 2. Controlliamo se per tale valore f ¢é derivabile
inz=0.

L’espressione della derivata prima ¢ la seguente

2x621762z+1
flay=4 el
2, zr € [-1,0).
, 2 2z 4 2x 2 2x
lim f(z) = lim ¢ e © o
z—0+ z—0+ 2x
e
lim f'(z)=2
rz—0~

quindi f é derivabile in z = 0.

3. Determinare I'espressione della funzione integrale della seguente funzione

2. 90, € [~1,1]
UC TP
VR z €]1,3/2]

Svolgimento

Per 0 <z <1 si ha, integrando per parti,

. 9r 1 qe gr o 1
F(x):/ oldr = =~ / i
0 0

log2 log?2 _log2_log22+log22'

2



Perl <z < 5 si ha, eseguendo poi la divisione tra polinomi,

1 2 4t 42
Fla)= [ e+ | e
0 1 t2 —

4
2 1 z T t46
s dt /7dt:
log 2 log22+/1 N 1 t2—4
2 1 z 2 z 1
:7—72+x—1+/ —dt—/ — dt =
log2 log“2 1 t—2 1 t+2
2 1
— - — 141 —-2)2 -1 2) + log 3.
log 2 log22+$ + log(x ) og(e +2) +log
Pertanto
2" 2% 1
_ + , € (0,1
log2 log”2  log??2 serclod]
F(z) =
2 1
@—@—i—x—1+10g(m—2)2—10g(x+2)+10g3, sex € [1,3/2]



UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PERUGIA
Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio
Prova scritta di ANALISI MATEMATICA Ia
Prova del 6.12.2001

Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.

1. Studiare il comportamento della seguente serie numerica:

< nl
2 Gy

n=1

Soluzione

Utilizzando il criterio del rapporto si ha

1)! 3" 1"
lim (n+1) 3'(n+1)"
n 3n+1(n+1)n+1 n[

1 n 1

lim( n > — <1

3 »n \n+1 3e

Pertanto la serie converge.

2. Determinare i punti di massimo e minimo relativi della funzione
—x2 4zt
fx) = xf-e :
Esistono massimo e minimo assoluti?

Soluzione

ominio di f: IR. La funzione si scrive

2
x-e Tl 2 >0

fz) =

2
—x e TR 2 <.

La derivata prima della funzione ¢é



el (L2 x4 1), x>0
f'(x) =

el (222 _ g — 1), x < 0.

Studiamo la derivabilita in « = 0.

lim f'(x) =e,

z—0t

li%qi f(x) = —e,
quindi f non é derivabile in x = 0. Studiamo ora il segno di f’. Per
x > 0 si ha
fl(x) >0« x>1.

Dunque f cresce in ]0, 1] e decresce in |1, 4+00], quindi 2 = 1 é un punto
di massimo relativo.
Per x < 0 si ha

Fla)>0e=z<—1/2

e quindi z = —1/2 é un punto di massimo relativo. Inoltre, poiché f
decresce in | — 1/2,0[ e cresce in ]0,1[, x = 0 é un punto di minimo
relativo. Essendo f(x) > 0 per ogni x € R e f(0) =0, il punto z =0
¢ di minimo assoluto. Per stabilire se la funzione ammette massimo
assoluto, valutiamo i seguenti limiti:

lim f(x) =0,

T—-+00

Jm f(z) =0,

Pertanto f ammette massimo assoluto. Poiché f(1) =ee f(—1/2) =

%el/ 4 il massimo assoluto é e ed é assunto in x = 1.

3. Determinare la famiglia delle primitive della funzione

2v +1
=1 .
f(z) =log 3




Calcolare poi

Soluzione

La famiglia delle primitive si ottiene risolvendo l'integrale indefinito.

/f(x)dx = /log(2m + 1)dx — /log(x — 3)dx.

Integrando per parti si ottiene

/f(w)dw:xlog(hﬂ)— 2 dx+/ T dr=

T —3 2z +1 r—3
2z +1 1 3
xog(x_3> T+ 2x—|—1x+ dr + x_gdyc
2 1 1
:xlog(;jg)+210g\233+1|+310g]33—3|+c.

Pertanto . -
/ f(z)dz = 4log4 — ilogT
—4



UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PERUGIA
Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio
Prova scritta di ANALISI MATEMATICA Ia
Prova del 10.01.2002

Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.

1. Studiare la convergenza semplice e assoluta della serie
o0

nn—1
2 D'y

n=1

Soluzione

La serie e a segni alterni. Si ha

n—1
lim o = 0.
W o 1

n—1
Studiamo ora la monotonia della successione <221) )
ns — n

-1
Posto f(z) = ﬁ, risulta

222 4+ 4 — 1
! —
f (l’) - (2$2 o 1)2 )

212 2++2

e quindi f/(z) < 0 per z < 5 2 > 5 cioe la successione

¢ definitivamente decrescente. Pertanto, per il criterio di Leibniz, la
serie converge semplicemente.

Per quanto riguarda la serie assoluta, utilizzando il criterio del con-
fronto asintotico, si ottiene la divergenza, essendo

. n—1 1
lim P — =
n 2n2—1" 2n

2. Determinare i punti di massimo e minimo relativi e i punti di flesso della
funzione
@ — 4z + 3

eSE

/()



Soluzione

Dominio di f: IR. La funzione si scrive

2_4
Sk S
efE
f) =1
_ 4 —
L"L’?)’ 1 <xr< 3
el’
La derivata prima della funzione é
—22 +6x—7
— oz <l1l >3
ex
fla =9
-6 7
L U RN
e.’l?
Studiamo la derivabilitd in = 1.
2
li ! = ——
a:inll‘*' f ($) 67
2
li ! = -
zigl* f (l‘) 67

quindi f non é derivabile in x = 1. Esaminiamo ora x = 3.

a2
A S0 =
2

lim f'(z) = — =

AT =

quindi f non é derivabile in z = 3. Studiamo ora il segno di f’. Per
x <1, x>3siha

fl(x) > 0=z €]3,3+V2].

Dunque f cresce in |3,3 +1/2[, decresce in | — oo, 1] e in |3 + /2, +o0],
quindi = 3 4+ v/2 é un punto di massimo relativo.
Per 1 < x < 3 si ha

flx) >0 2z€]1,3—72



e quindi f cresce in ]1,3—+/2] e decresce in |3—+/2, 3[, quindi x = 3—+/2
¢ un punto di massimo relativo. Inoltre, poiché f decresce in | — oo, 1]
e cresce in |1,3 — \@[, 2 = 1 é un punto di minimo relativo, e poiche
f decresce in |3 — /2,3[ e cresce in |3,3 + /2], * = 3 & un punto di
minimo relativo.

Per determinare gli eventuali punti di flesso, studiamo il segno della
derivata seconda.

2
—8xr+13

roorw e f+ , <l >3

€
f(x) =

—22 4+ 8x—13

—x, ].<:1:<3.
e

Per z <1, x > 3 si ha
f'(@) >0z <1, z€]3,4+ V3]

Dunque f & convessa in | — oo, 1] e in 3,4 + v/3[, mentre & concava in
14 + /3, 4+00[, quindi z = 4 + /3 é un punto di flesso.
Per 1 <z < 3siha

flx) > 0=z e[4—3,3]

e quindi f & concava in |1,4 — v/3[ ed & convessa in |4 — /3, 3[, quindi
x =4 —+/3 & un altro punto di flesso.

3. Determinare la funzione integrale della funzione f : [2,4] — IR definita

da .
e
m, S [2, 3]
f(z) = ;
x —_
—_ 4].
S e
Soluzione

Per 2 < x <3 siha



1
Utilizzando la sostituzione e! = z, da cui dt = ~ dz, si ottiene
z

e’ 1
F(z)= / —— dz = arctan €” — arctan e
2 1422

Per £ <2 <4 i ha

3 e” T ¢ 3
Fa)= [ —— 4 10 =
(z) /z 14 e2= x+/3 2 -1
E=3

— arctan e’ — arctan 2 + _—
3 t2—1

xr
Risolviamo ora / 21 dt, utilizzando la scomposizione di Hermite.
3

t—3 A N B
2—-1 t—-1 t+1’

che da luogo al sistema

A+B=1
A—-—B=-3

la cui soluzione ¢ A = —1, B = 2.
Pertanto

z -3 z 1 v 9
—dt=| —— dt = dt =
/3t2—1 /:],t—1 NS

1 2
= —log(x — 1)+ 2log(x + 1) + log2 — 2log4 = log(x—i_l) —log8.
x_
Quindi, per z < 3 < 4 si ha
1 2
F(x) =log (x—i_l) — log 8 + arctan e® — arctan e?.
J:‘_



UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PERUGIA
Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio
Prova scritta di ANALISI MATEMATICA Ia
Prova del 5.04.2002

Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.

1. Studiare la convergenza semplice ed assoluta della seguente serie

& n—1
1)
712::1( ) 3n2—2

2. Determinare i massimi e i minimi relativi della seguente funzione

-1

3. Data la funzione f, : [1,2] — R, con o € IR\ {0}, definita da

2¢2 —Tr + 3
3z + 2 '

1

azy/1 —lo 2:67
g

falz) =

determinare « in modo che F,(2) = arcsinlog?2, dove F, denota la

funzione integrale di f,.



Soluzioni della prova scritta di Analisi Matematica Ia
c.l. Ambiente e Territorio
Appello del 5.04.2002

Soluzione del primo esercizio.
La serie € a segni alterni. Si ha

li =0
e 3n2 -2
. . . n—1
Studiamo ora la monotonia della successione <> .
3n2—-2/,
Posto f(z) = ?;2%2, risulta

, 7—3$2+6CE—2
f(f’?)—m

il

2
e quindi f'(z) < 0 per x < %, T > 3+3\/§, cioe la successione & defini-
tivamente decrescente. Pertanto, per il criterio di Leibniz, la serie converge
semplicemente.

Per quanto riguarda la serie assoluta, utilizzando il criterio del confronto

asintotico, si ottiene la divergenza, essendo

Soluzione del secondo esercizio
Dominio di f: IR\ {—2}. La funzione si scrive

[222 =Tz +3 1

T 3rr2 —s<x<5, >3
| =222 — Tz + 3 5 1
W, l‘<—§,§<$<3

La derivata prima della funzione é

L[ 3r+2  622+8x-25 2 _ L1 .o

5 : —s<r<gs3, T

2V2r2—72+3  (Bx+2)2 ' 3 2

[ 3x+2  62>+8r—25 C 21,3
— : r< —3, 5<T .
202 — Tz +3  (3z+2)2 372

fz) =

fi() =

N[ =



Studiamo la derivabilitd in « = %

lim f'(z) = +oo,
z—3"

quindi f non é derivabile in z = % Esaminiamo ora = = 3.

lim f'(z) = 400,

r—31

quindi f non é derivabile in x = 3. Studiamo ora il segno di f’. Risulta

21
f@) 20z (oomlu| -2 5l Ul
—4 4+ /166 —4 — /166 .
dove 1 = — 5 e xy = B — quindi

T = T9, xzi, =3

sono punti di minimo relativo, mentre x = x1 € un punto di massimo relativo.

Soluzione del terzo esercizio
Si ha ) p
T
Fy(x) = / _—
U oazy/1 —log? x

Utilizzando la sostituzione log x = ¢, da cui dz = e dt, si ottiene

4 log 2 1 4 .
Fy(z) =« ——— dt = o™ " arcsinlog 2.
0

V1-—1t2

Imponendo la condizione F,,(2) = arcsinlog 2, si ottiene o = 1.



UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PERUGIA
Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio
Prova scritta di ANALISI MATEMATICA Ia
Prova del 29.06.2002

Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.

1. Determinare il comportamento della serie

X n+4logn

2. Determinare gli eventuali massimi e minimi relativi della funzione

fx) = /|4 —a?|.
Esistono il massimo e/o il minimo assoluti?
3. Calcolare I'integrale
/—3 2+ 6x+7
4 43



Soluzioni della prova scritta di Analisi Matematica Ia
c.l. Ambiente e Territorio
Appello del 29.06.2002

Soluzione del primo esercizio.
Utilizzando il criterio del confronto asintotico si ha

1
lim (Pt 0BT (;g”)” =1,
n n
“+o0o
pertanto la serie ha lo stesso comportamento della serie Z— e quindi di-
verge. =l
Soluzione del secondo esercizio
Dominio di f: IR. La funzione si scrive
o) = Vi —z22 —2<2x<2
N 2 —4, < -2, >2.
Il calcolo della derivata prima fornisce
—x
— 2< <2
) V4 — 22
fix) =
x
< =2, c>2.
x2 —4
Studiamo la derivabilitd in x = —2.
lim f'(z) = 400,
r——21 f( ) +
pertanto f non ¢ derivabile in £ = —2. Studiamo ora la derivabilita in z = 2.
lim f'(z) = —oo,
r—2~

e quindi f non ¢ derivabile in x = 2. Studiamo ora il segno di f’. Risulta
f(2)>0= —2<2<0, z>2.

Dunque f cresce in | — 2,0] e in ]2, +00) e decresce in (—oo, —2] e in ]0, 2],
quindi £ = 0 é un punto di massimo relativo, mentre i punti z = -2 ez =2



sono di minimo relativo. Notiamo che f > 0 per ogni x € IR e dunque
x = —2 e x = 2 sono punti di minimo assoluto, essendo f(£2) = 0.
Per stabilire se la funzione ammette massimo assoluto, valutiamo i seguenti
limiti:

lim f(z) = +oo,

T—+00

lim f(z)= +oc.

r——00

Pertanto f ammette non ammette massimo assoluto.

Soluzione del terzo esercizio

—4 2?4 62 +9—2
dx = dr =
/_5 J(@)de /—5 r+3 v
—4 p -4 1 p
= 3 =
/5 (z+ )x+[5 43 v
1, -4 3
= |-2"+3x—2log(3—2z)| =—-+2log2.
2 2



Universita degli Studi di Perugia - Facolta di Ingegneria
Prova scritta di ANALISI MATEMATICA Ia (c.l. Ambiente-Territorio)-
Appello del 07.09.2002
Risolvere gli esercizi seguenti:

1. Studiare il comportamento della serie numerica:
i nlogn
nd+1°

n=1

2. Calcolare I'area della regione del piano contenuta nel primo quadrante,
compresa tra le rette z = 0, = 1 e il grafico della funzione f(x) =
rlog(z? +1).

3. Determinare i punti di massimo e di minimo della funzione
fl@)=(9—a")|2* - 1].

Dire infine se esistono il massimo e minimo assoluti.



Soluzioni della prova scritta di Analisi Matematica Ia
Ingegneria per I’Ambiente ed il Territorio
appello del 07.09.2002

1. La serie (a termini positivi) converge per il criterio di convergenza asin-
totica. Infatti, confrontando per esempio con la serie di termine gene-
rale b, = n~%/2, si ha:

nlogn 1
niToo nd+1 " p3/2

Quindi, dato che la serie >-°° ; n=3/2 & convergente, segue la convergenza
della serie data.

2. Occorre calcolare l'integrale definito:
1
A= / rlog(x? + 1)du.
0
Si ha facilmente:

1 /1
A = 5/ 27 log(x* + 1)dz = (posto u = 2% + 1)
0

1 /2 1
= §/Ilogudu:§[ulogu—uﬁ
logd—1 1
= ——— = —|2log2 —1].
5 512log2 — 1]

3. La funzione e simmetrica rispetto all’asse delle y sicche possiamo limi-
tarci a considerare x > 0. Si ha, per x > 0,

(9 — 2?)(1 — 2?), 0<z<1
f(@) :{ ©—29(z?—1),  a>1,

Per ogni x €]0,1[ si ha
f'(z) = 4x(2* — 5) <0,

e quindi f e decrescente in [0, 1]. Per simmetria, f & crescente in [—1,0] e
quindi il punto = 0 € un punto di massimo relativo e f(0) = 9. Inoltre

si ha f(—1) = f(1) =0.



Se invece x > 1, risulta:
(@) = 4(5 — 2°),

e si ha f'(z) = 0 per x = /5. Essendo f'(z) > 0sel <z <+be
f'(x) < 0sex > /5, siottiene che 2 = /5 & ancora un punto di
massimo relativo e f(v/5) = 16. Per simmetria, anche il punto x =
—+/5 & un massimo relativo. Si osservi infine che i punti = £1 sono
punti di minimo relativo con f(+1) = 0. La funzione non ammette
minimo assoluto perché per esempio lim, ., f(z) = —oo. Possiede
invece massimo assoluto che vale 16 assunto nei punti x = +/5.



Universita degli Studi di Perugia - Facolta di Ingegneria
Prova scritta di ANALISI MATEMATICA Ia (c.l. Ambiente-Territorio)-
Appello del 28.09.2002
Risolvere gli esercizi seguenti:

1. Si consideri la successione:

N

=———7 n=12,...
n + logn

n

Dimostrare che {a,} ¢ monotona e calcolare il limite

lim a,.
n—-+00

Studiare poi il comportamento della serie:

- (—1)"ay,.

n=1
2. Studiare la funzione
f(x) = log (1 + ew/(“l)) ,
e tracciarne un grafico approssimativo.

3. Calcolare, al variare del parametro a > 0, I'integrale generalizzato:
+o00o T
F(a) = / ——duz,
(a) o xt+a?
e calcolare il limite

lim aF(a).

a——+00



Soluzioni della prova scritta di Analisi Matematica Ia
Ingegneria per I’Ambiente ed il Territorio
appello del 28.09.2002

1. Per studiare la monotonia conviene considerare la funzione

JT

= > 1.
f@) x +loga’ =
Derivando otteniamo:
logx —x — 2
/ —
Jw) = 2\/z(x +log x)?’

che risulta sempre negativa, perche logx < x, per ogni z > 0.

Pertanto la successione {a,},en € monotona decrescente ed il limite
per n — 400 ¢ 0. La serie >0°(—1)"a, € allora convergente per il
criterio di Leibniz delle serie a segni alterni.

2. 1l dominio della funzione f ¢ D = R\ {—1}. Inoltre la f & sempre
positiva in D. Risulta poi

lim f(z)=log(l+e), IE§+ f(z)=0, lim f(z)=4o0.

r—=+00 T 1—

Essendo infine
em/(x—l—l) 1

!/ —
) = 1+ er/(+2) (g 4 1)2’
risulta f'(x) > 0, per ogni x € D. Dunque la f & crescente in ciascuna
delle semirette | — oo, —1[ e | — 1, +-00[ e non possiede massimi e minimi.
La f ¢ limitata inferiormente (da 0 che & 'estremo inferiore) ma non
lo & superiormente.

3. Considerato 'integrale

-
x
/74 Sdx,
0o r*+a

operando la sostituzione z? = ¢, otteniamo:

L ox 1/T21d(t/)
2Jo 2+ a2 T 24 o 1+ (t/a)? ¢

= 21a [arctan(t/a)ﬂ;2 = ;CL[MCtaH(TZ/a)]-



Passando al limite per r — +o00, otteniamo

Si ha infine lim, ., o, v/aF(a) = 0.



Universita degli Studi di Perugia
Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio
Prova scritta di ANALISI MATEMATICA Ia
Appello del 09.12.2002

Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte:

1. Studiare il comportamento (convergenza semplice ed assoluta) della

serie
io (=1)"
“—3n+sinn

2. Si determinino i punti di massimo, di minimo e di flesso della funzione

1 2+ 9 ‘1
=log [ |[——— )
y & 4722 —9

Dire infine in quali punti la funzione risulta derivabile e tracciarne un
grafico approssimativo.

3. Calcolare I'area della porzione di piano compresa tra il grafico della

funzione
y = arcsin v 1 — 22

I’asse delle ascisse e le rette di equazione x = 0 ed x = 1.



Soluzioni della prova scritta di ANALISI MATEMATICA Ia
Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio
Prova del 09.12.2002

1. La serie non converge assolutamente in quanto per il criterio del con-

. . n 1 X1
fronto asintotico lim ——— = — e Z — = 400.
n—-+oo 3n + sinn 3 n

Studiamo la convergenza semplice. Per il criterio di Leibniz la serie con-

verge. Infatti a, = — >0, lim a, = 0. Inoltre considerando
3n 4+ sinn n—-+oo

—(34cosx)

— &

si ottiene che f'(z) = B+ s 7)?
T +sinx

la funzione f(x) = ﬁ
Xz S x

negativa per ogni x € IR — {0}, cioe a, ¢ decrescente.

3 3
2. Il dominio e tutta le retta reale esclusi i punti —5 e 3 Inoltre la

funzione e sempre positiva in quanto ’argomento del logaritmo ¢ sempre
maggiore di 1. Non ci sono dunque intersezioni con 1’asse delle ascisse
mentre la funzione incontra ’asse delle ordinate in (0,log 2). Scriviamo
esplicitamente la funzione

log oa” l‘<—*l’>§
422 — 9 2 2
fx) =
3(6 — 22) 33
o5y e 7€)yl
Ora lim_flx) = lim_f(r) = log(3/4) e lm f(a) = lim f(z) =
+00.
—18 3 3
() = z(4z? —9) TST3 7y
30z 33
6-a2)(9—422) °F _2’2['

Studiando il segno di f’, risulta che la funzione & crescente per r < —3

3
e x €]0, 5[ f ha quindi un minimo relativo in x = 0, non ha massimi



relativi, ¢ limitata inferiormente (da log(5/4)) ma non superiormente.

3 3
Inoltre f & derivabile in ogni punto del dominio IR — {—5, 5}

22(4a? — 9)2 STy Ty
f'(@) =
4ot — 112% — 18 33
—-90 T e }—, {
(54 — 3322 4 424)? 2°2

Studiando il segno della derivata seconda si trova che f” & sempre
positiva. Quindi la funzione volge sempre la concavita verso I’ alto e
non ha flessi.

. Essendo la funzione y = arcsiny/1 — 22 positiva in [0,1], I’ area in
questione e data da

1
I :/ arcsin v1 — 22 dx.
0

Integrando per parti si ottiene

1 1 1 _
I = [xarcsin\/l—xﬂo—/x < dr =
0

1 r
/0 V1 —x? e



Universita degli Studi di Perugia
Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio
Prova scritta di ANALISI MATEMATICA Ia
Appello del 10.01.2003

Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte:

1. Studiare il comportamento (convergenza semplice ed assoluta) della

serie
= on+3

I et

2. Si determinino i punti di massimo, di minimo e di flesso della funzione

4 —log*(x + 1)

Adxr+1

Tracciarne un grafico approssimativo.

fx) =

3. Data la funzione f : {—g, g] — IR

. T
sin x cos x T € [—,0}

2
sinz + 3 )

stabilire se ammette primitive e in caso affermativo calcolare I’espressione

della funzione integrale. Determinare infine l'area (geometrica) della

porzione di piano compresa tra il grafico di f, I’asse delle ascisse e le
Vis T

rette di equazione r = ——, r = —.

2’ 2



Soluzioni della prova scritta di ANALISI MATEMATICA Ia

Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio
Prova del 10.01.2003

1. La serie e a segni alterni. Studiamo la convergenza assoluta. Per il

criterio del confronto asintotico

r , ’ 2n+1 npPtt 0

im n?a, = lim =

n—-—+oo " n—-+o0o n 61 /n2 + 1 ’

per ogni p > 0. Quindi, scelto un p > 1, ad esempio p = 2, si ottiene
che la serie converge assolutamente. Infatti, dalla definizione di limite
si ha che

Ve >0dN >0: Vn> N |an|:an<%.
n

Convergendo assolutamente, la serie converge anche semplicemente.

. Il dominio ¢ D =] — 1,+o00[. Le intersezioni con l'asse delle ascisse
sono (=14 e72,0) e (=14 €%,0), mentre 'intersezione con l'asse delle
ordinate ¢ (0,1). f & positiva per z €] — 1+ e 2, —1+ €*[. Ora
J:EIJPOO f(z)=0¢e xllrgl f(z) = —o0. Calcoliamo la derivata prima
_log’(z+1) —4log(z + 1) — 4

B 8(x + 1)3/2 '

f'(x)

Studiando il segno di f’, risulta che la funzione & crescente per
zel—1,-1+ 20V eper z > =14+ VD f ha quindi un
minimo relativo (non assoluto) in z = —1 + €21*+v2) ed un massimo
assoluto in z = —1 + €21=V2_ Calcoliamo la derivata seconda
() = 3log?(z + 1) — 16log(z + 1) — 4

—16(x + 1)5/2

Studiando il segno della derivata seconda si trova che f” & positiva per
z €]e®@VT0/3 _ 1 ¢E+VT6)/3 _ 1] Quindi in tale intervallo la funzione
volge la concavita verso 1’ alto e x = eBVTO/3 _ 1 o g = BHVT)/3 _

sono i punti di flesso di f.




3. La funzione f presenta una discontinuita in x = 0. Pertanto non

T
ammette primitive in D = —5 2}, ma essendo limitata in D con

un numero finito di punti di discontinuita (uno solo in x = 0), f e
Riemann-integrabile in D e quindi esiste
x

F(z) :/ f(tydt  VreD,

—7/2
vale a dire che e ben definita la funzione integrale F' di f. Calcoliamola.

Per z € {_2’0} si ha

z 1
F(z) = sintcostdt = —= cos® z.
—7/2 2

Per z €

0, g} si ha

0 x 1 1 x 1
F :/ int tdt ——dt = —= / —dt.
(%) —7r/281n o8 * o sint—+ 3 2+ o sint+ 3

o : 2s b
Operando la sostituzione sint = g con s = tan > s1 ottiene
S
2
t = 2arctan s, dt = ds e
1+ s2
1 tan(z/2) 1
Fo) = —5+2 | - ds=
(@) 277 s 352+ 25 +3
1 tan(x/2) 1
= ——42 / 5 ds =
’ ’ Vs =) 48
8 —_— —
V3 3

1,1 NVEIES! tan(z/2)

= — — |arctan | ———

2 PR ),
11 3tan(z/2) + 1 1
—— 4+ — |arctan —arctan | — | | .
oy ot (P ) - v )

Si potrebbe verificare che F non ¢ derivabile in x = 0 e che F'(z) = f(z)
per ogni z € D — {0}.




Essendo f negativa in {—;T, O{ e positiva in ]O, 721 , larea richiesta A e
data da
w/2 1

0
A = / —sintcostdt—i—/ —dt =
—7/2 0 sint+3

© 1o () - ()]



Universita degli Studi di Perugia
Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio
Prova scritta di ANALISI MATEMATICA Ia
Appello del 28.03.2003

Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte:

1. Studiare il comportamento della serie

+o0
> Vnlog (1 +
n=1

n2+1>

2. Si determinino i punti di massimo e di minimo (specificando se relativi
od assoluti) della funzione

b
@|x|_2
o) =~

Dire se la funzione ¢ derivabile in tutti i punti del dominio.

3. Dopo aver stabilito se la funzione

1
(1+2x)(1+ 2?2)

f(z) =

¢ integrabile secondo Riemann in [0, 1], calcolarne 1" integrale definito
in tale intervallo.



Soluzioni della prova scritta di ANALISI MATEMATICA Ia
Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio
Prova del 28.03.2003

1. La serie e a termini positivi. Poiché

1
lim (n® + 1)1 <1 ) =1
lim (n” + 1) log +n2+1
si ha che il termine generale a,, ¢ un infinitesimo e

3/2

lim n°“a, = 1.

n—oo

Quindi, per il teorema del confronto la serie converge.

2. 1l dominio ¢ D = IR — {—2,2,4}. f non ha intersezioni con l'asse
1
delle ascisse, incontra ’asse delle ordinate in (0, Zel/ ) ed & positiva

per x < 4. Scriviamo esplicitamente la funzione

-1
xr— 2
64 z >0
—x
T+ 2
64 <0
—x
Ora lim f(x) =0, lim f() = o0, lim_f(s) = lm_f(z) =0

im f(r) = lim f(z) = lim f(z) = to0, Tim f(z)=0.

—1

— 2_5r+8

x—2 x >0
R TP R ) E R

f'(x) =

z(x +5)

e + 2
(4—a)(z + 2

<0




Studiando il segno di f’, risulta che la funzione & crescente per x < —2
e per x > 0. f ha quindi un minimo relativo in x = 0, un massimo
relativo in x = —5 e non ¢ derivabile in x = 0.

. Poiché f & continua in [0, 1] (& il quoziente di funzioni continue che non
si annullano in [0, 1]), essa ¢ integrabile secondo Riemann in [0, 1]. Per

calcolare
1

:A At 200+27)

decomponiamo l'integranda in una somma

2 A +Bx+C
(1422)(1+22)  1+22 14 22

determinando le costanti A, B, C' in base al principio di identita dei
polinomi:
(A+2B)2” + (B+2C)z+C+ A=1

da cui
A4+2B=0
B+2C=0
C+A=1

e risolvendo A =4/5, B = —2/5, C' = 1/5. Pertanto

1 1(_
I = / 4/5 dx—i—/ (—=2/5)x + (1/5) dp —
o 1+ 2z 0 1+ 22
1

1 1 2
= {— log(1+ %) + — arctanz + = log(1 + 2z)| =
5 5 5 0

1 T 2
= ——log2+ — + —log(3).
= log +%+50g)



Universita degli Studi di Perugia
Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio
Prova scritta di ANALISI MATEMATICA Ia
Appello del 30.06.2003

Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte:

1. Studiare il comportamento della serie (convergenza assoluta e semplice)

+o0 1

> (="

n=0

n—e™m

2. Si determinino i punti di massimo e di minimo (specificando se relativi
od assoluti) della funzione

z—3

J@)=e o1

Tracciarne un grafico approssimativo. (Tralasciare lo studio della derivata
seconda).

3. Determinare la funzione integrale di
£(z) = log(s® + 1)

nellintervallo [0, 1]. Determinare infine I’area (geometrica) della porzione
di piano compresa tra il grafico di f, I'asse delle ascisse e le rette di
equazione x = 0, x = 1.



Soluzioni della prova scritta di ANALISI MATEMATICA Ia
Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio
Prova del 30.06.2003

1. La serie ¢ (definitivamente) a segni alterni in quanto a,, = >0

n—e"
. o

per n > 0, cioé n > e~ " per n > 0.
Studiamo la convergenza assoluta. Poiché a, — 0 e na, — 1 per
n — 00, a, ¢ un infinitesimo di ordine 1. Pertanto la serie diverge
assolutamente.

Ora, essendo verificate le ipotesi del Teorema di Leibniz (a, > 0 e
monotona non crescente, a,, — 0 per n — 00), si ha che la serie converge

semplicemente.

1
2. 1l dominio ¢ D = ( — oo, §)U [3,400). Le intersezioni con gli assi

sono (0,+/3) e (3,0) ed f é positiva in ogni punto del dominio. Ora

lilm/T f(z) = +oo0, lim f(z) = +ooe lir+n f(z) = 0. Studiando la

monotonia di f.

, R _/x—3 5 B

202z — 1)?
Qe =15,
2 —3) (2w — 1) +5 4~ o+ 1
x—3 x—3
202z — 1)? 202z — 1)?
A TE T

7 — /45 7 45
f'(x) >0 per 42* — 14z +1 <0, cioéper4\/_<g;<+4\/_. f

7 — /45
4

x = 0 e un massimo relativo (non assoluto in quanto f é illimitata

74 V45
—

ha quindi un minimo relativo in x = , un minimo assoluto in

superiormente) in x =



3. La funzione integrale F' di f in [0, 1] é definita da

Fz) = /(ff(t) dt = /O log(2 + 1) dt.

Calcoliamo F'(z). Integrando per parti, si ha

dt =

Fle) = [ logt® + 1) at = [t1og( + 1)]; = [* tffl)

= {t log(* + 1) — 2(t — arctan t)}: =
= xlog(z? 4+ 1) — 2(x — arctan ).

Infine, essendo I'argomento del logaritmo sempre maggiore di 1 (verifi-
care!), la funzione é sempre positiva in [0, 1] e I’area richiesta é pertanto

data da F(1) =log2 — 2 + g



Universita degli Studi di Perugia
Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio
Prova scritta di ANALISI MATEMATICA Ia
Appello del 16.07.2003

Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte:

1. Studiare il comportamento della serie

+o0
Z e "sinn
n=0

2. Si determinino i punti di flesso, di massimo e di minimo (specificando
se relativi od assoluti) della funzione

2¢ + 1

M= fm—ert

Tracciarne un grafico approssimativo.

3. Assegnata la funzione

1 +logx
J(@) = z(2 4 log z)

stabilire se ammette primitive in [1,e] ed in caso affermativo calcolare
I'espressione di una primitiva e l'area (geometrica) della porzione di
piano compresa tra il grafico della funzione, ’asse delle ascisse e le
rette di equazione x = 1, x = e.



Soluzioni della prova scritta di ANALISI MATEMATICA Ia
Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio
Prova del 16.07.2003

1. La serie ¢ a segno arbitrario. Studiamo quindi la convergenza assoluta
usando il criterio del confronto asintotico. Poiché
lim |a,|n” =0
n—-+oo

per ogni p > 0, scegliendo p > 1 si ha che la serie converge assoluta-
mente.

2. Il dominio ¢ D = (—o00,+00). Le intersezioni con gli assi sono (0,1) e
-1
5

. 3
2 e la funzione incontra l’asintoto orizzontale destro in z = 3 Stu-

—1
,0). f é positiva per x > - Ora lim f(z) = -2, lir+n flz) =

diando la monotonia di f.

2 20 — 1
@) = ——2 (2041 -
f(iU> /—L€2—$—|—1 (33'+ )2(x2—x—|—1)3/2

—4x +5
2(x? —x +1)3/%

’

| Ot

) . .
f'(x) > 0 per x < —. f ha quindi un massimo assoluto in x =

non ha minimo assoluto ed é limitata inferiormente. Studiamo ora la
derivata seconda per determinare eventuali punti di flesso.
i) = —A(2? —x+1)32 = 3(—4x+5)(a® —x +1)/?(20 - 1)
= 2(22 —x +1)3 B
102 - 34w+ 7
422 -+ 1)5/2
17+ /219
La funzione volge la concavita verso 'alto per z > S vel =6,40

5
17 — /219

F = 0,5 e verso il basso altrove.

T >



3. La funzione f & continua in [1,e] e la famiglie delle primitive di f in
[1,¢] é data da /f(x) dz. Operando la sostituzione t = logz (z = €' e
dr = e' dt), si ha

/f(-’rf)dx = /(;Igdt /1——dt

= t—1log(2+1t)+ C =logz —log(2 + logx) + C.
Infine, essendo 'argomento del logaritmo sempre maggiore di 1 (verifi-
care!), la funzione é sempre positiva in [1, e] e I’area richiesta é pertanto
data da A = / x) dz ed applicando il teorema fondamentale del cal-
colo integrale A = [logx —log(2 + log z)]] = 1 —log 3 + log 2.



Universita degli Studi di Perugia
Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio
Prova scritta di ANALISI MATEMATICA Ia
Appello del 06.09.2003

Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte:

1. Studiare il comportamento della serie

X 4+ logn

S e

2. Si determinino i punti di massimo e di minimo (specificando se relativi
od assoluti) e di flesso della funzione

x—|—3) 4
4 —2x x+3

() = tog (

Tracciarne un grafico approssimativo. (Tralasciare lo studio del segno
della funzione e delle intersezioni del grafico con 1'asse delle ascisse).

3. Assegnata la funzione f:[0,2] - R

log(z +1)+3

z € [0,1]
fay=q "t -
1:281n<x) z €]1,2]

stabilire se ammette primitive, se é Riemann-integrabile ed in caso
affermativo calcolare I’espressione della funzione integrale.



Soluzioni della prova scritta di ANALISI MATEMATICA Ia
Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio
Prova del 06.09.2003

1. La serie ¢ a termini positivi ed il termine generale a,, tende a zero per

n — +o00 in quanto
logn
lim —2" =,
n—+oo N

per ogni > (0. Poiché

lim nfa, = lim 4+ logn

n—-+00 n—-+00 1
nB/2-p),/1+ —
n3

. 3 . . . .
per 5 p > 0, ossia per p < 3 si ottiene che la serie converge diret-

=0,

tamente dal criterio del confronto asintotico scegliendo p €]1,3/2[, ad

. 3
esempio p = .
2. 11 dominio ¢ D =] — 3,2[. Le intersezioni con I’ asse delle ordinate ¢

4 3
(O,—§ + log Z) Ora lirril)’+ f(z) = —o0, lirgl_ f(x) = 4o00. Studiamo
la monotonia di f.

, dr —2 4 —20+2(x + 3) 4
) = r+3 (4 —2x)? (x + 3)? -
~ 10(w +3) +4((4—2x)  2(x+23)
(4—22)(x+3)2  (4—2z)(xv+3)2

f'(x) > 0in D, per z + 23 > 0, cioé per x > —23. [ & sempre
crescente nel dominio, non ha quindi né massimi né minimi relativi ed
e illimitata. Vediamo se ha punti di flesso.

2(4 —22)(x + 3)% — 2(z + 3)[-2(x + 3)% + 2(z + 3)(4 — 22)]

f@) = (4— 22)2(x + 3)* -

4(22% + 672 — 17)
(4—20)2(z + 33




—67 + V4625
f volge la concavita verso ’alto per +4 <

—67 + /4625
— 1

x < 2 ed ha quindi

un punto di flesso in x =

. La funzione f non e continua in x = 1 in quanto

lim f(z) =04 f(1) = YE2HS

z—17+ 2

Pertanto non ammette primitive in [0, 2].

Le due leggi di definizione di f sono continue nei compatti [0, 1] e [1, 2],
rispettivamente, e quindi sono limitate. Pertanto, anche f e limitata ed
avendo un numero finito di discontinuita, risuta Riemann-integrabile in
0,2]. Calcoliamo l'espressione della funzione integrale F(x) di f. Per

x € [0,1] si ha
z (/log(t+1)+ 3 2 z
Vioslt+ ) +3 ), _ [3 (log(t + 1) +3)*2| =

t+1 0
2
(log(z 4+ 1) +3)** — g\/27.

F(x) =

WM S—

2
Ora F(1) = Z[(log2 + 3)3/2 —\/27]. Per z €]1,2] si ha

F(z) = F(1)+/1I;sin(7;) dt:F(1)+[_17T <—cos(:)>K:
= F(1)+1+cos<7tr).



Universita degli Studi di Perugia
Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio
Prova scritta di ANALISI MATEMATICA Ia
Appello del 27.09.2003

Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte:

1. Studiare la convergenza assoluta della serie

Sy Yn

nd+1

n=0

2. Si determinino i punti di massimo e di minimo (specificando se relativi
od assoluti) della funzione
T —2

fla) = Vel =),

Tracciarne un grafico approssimativo. (Tralasciare lo studio della derivata
seconda).

3. Assegnata la funzione
f(w):le_an S [071}7

stabilire se ammette primitive in [0, 1] ed in caso affermativo calcolare
Iespressione di una primitiva e I'area (geometrica) della porzione di
piano compresa tra il grafico della funzione, ’asse delle ascisse e le
rette di equazione x =0, x = 1.



Soluzioni della prova scritta di ANALISI MATEMATICA Ia

Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio
Prova del 27.09.2003

1. Laserie ¢ a segni alterni e siccome la successione a,, = v/n/(n3+1) tende

a 0 in modo decrescente, per il criterio di convergenza delle serie a segni
alterni, la serie converge. La serie converge anche assolutamente, perche
la serie dei valori assoluti e data da

Jio:o N4

nd+1’

n=1

che converge per il criterio di convergenza asintotica (basta confrontare
con la serie di termine generale n=5/2.

. 11 dominio ¢ D = (—o00,—1) U (—1,+00). Le intersezioni con gli assi

SOno (0, —263/2> e (2,0). f é positiva per x < —1 o per x > 2.

Ora lim f(z) = +o0, lim f(z) = +o00, lim f(z) = —o0
T——00 z——1" z——1+
e 11111 () = 0. f non ¢ limitata inferiormente né superiormente;
T—1T00

non pud avere massimi o minimi assoluti. Studiando la monotonia di

f.

2 14z (1+ )2
)

(B—z)2 —rHr+8
2(1+x)?

Fla) = 6(3_x>/2<_1 x—2+1+x+x—2>:

1—+33

f(z) >0 per —a? +x +8 > 0, cioé f & crescente per ———— < z <

2
1433
—le-1l<z< +2 ed ¢ decrescente negli intervalli —oo < = <
1-+v33 1++33
e i < x < +o00. Quindi f ha un minimo relativo in

2 2
1—-+v33 ) o 1++v33
= ———— e un massimo relativo in x = ———.

. 2 2



3. Poiché f ¢ continua in [0,1] (¢ composizione e prodotto di funzioni
continue), essa ammette primitive in [0, 1]. Scriviamo ora I’espressione
di una primitiva. Calcoliamo (con la sostituzione 1 — 2% = t):

[t = 3 [20vT—dr =

1 1

= —5/\/1—x2d(1—x2):—§/\/{fdt
L3/ 1 213/2

= 2= (1 - g2
3¢ (1—2%)

La famiglia dellle primitive ¢ allora data da

1
—5(1 — )2+,

con c costante arbitraria. Per l'area basta calcolare ora l'integrale
definito

[ pade =[50 x2)3/2r ~1/3

0



UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PERUGIA
Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio
Prova scritta di ANALISI MATEMATICA Ia
Prova del 9.12.2003

Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.

1. Studiare la convergenza semplice ed assoluta della serie

400 1
()
el 3n 4+ sinn
Soluzione
La serie ¢é a segni alterni; infatti ————— > 0, essendo sinn < 3n.
n —+sinn
La serie assoluta é
> 1
712::1 3n +sinn

Utilizziamo il criterio degli infinitesimi:

. 1 1
lim — - n= -
n 3n +sinn 3
e quindi la serie assoluta diverge. Studiamo ora la convergenza semplice
usando il criterio di Leibnitz. Risulta facilmente

) 1
Ilm——— =20
n 3n +sinn
) ) ) 1
Studiamo ora la monotonia della successione | —— | . Posto
3n+sinn/,

—3 —cosx
f(x) 57+ sna (Bz + sina)? e quindi la succes

sione ¢é decrescente e pertanto la serie converge.

, risulta f'(z) =

2. Studiare la funzione ,
3z —1

flz)=In(2+e+T1)




e tracciarne un grafico approssimativo. Stabilire inoltre se la funzione
é limitata inferiormente e/o superiormante.

Soluzione

Il dominio della funzione é D = (—o0, 1[U]1, +00) e f(x) > 0 per ogni
x € D. Esaminiamo i limiti.

lim f(z)=1In2,

T——00

quindi y = In 2 é un asintoto orizzontale.

lim f(x)= +o0,

T—+00

lim f(z) =In2,
r—1~
xlir{l-&- f(l') - +OO,

e quindi x = 1 é un asintoto verticale. Studiamo ora la derivata prima.
La sua espressione ¢ la seguente:
1 821 322 — 62+ 1

f/(x) g ﬁ - e x—1 .
== (x—1)?

Studiamo ora il segno di f'(x).

3—-v6 3+6
xr > .

flz) >0 32> —6z+1>0& 2 < T 3

Pertanto, x =

3+6

5 é un punto di minimo relativo. Infine, f non é limitata superi-

3 6
ormente, mentre risulta inf,cp f(z) = In2, essendo f( +3\/_

¢ un punto di massimo relativo, mentre x =

) > 1n2.
3. Determinare I'espressione della funzione integrale della seguente funzione

x € [1,2]




Soluzione
Facilmente si verifica che la funzione f non é continua in z = 2. La

funzione f é Riemann integrabile e 'espressione della sua funzione in-
tegrale ¢ la seguente:

z ]

2 -3
/162t dt+/ log 1dt, x €]2,4].

F(z) =

Operando la sostituzione 62 = 2z, si ha:
1 1
/e% 2/ o) :—ilog]z\—l—ilog\z—ﬂ—{—c:
= —llogew—l— 1log | e* — 1] +c.
2 2
Pertanto
/z ! dt=1—z+ = logezr_l.
1 et —1 -1

Risolviamo ora l'integrale / log dt. Utilizzando I'integrazione per

parti si ha:

5t—3 ¢
1 dt—tl 2/ dt.
/Og ST T T G- nGi=3)

Utilizzando nell’'ultimo integrale la formula di Hermite si ha infine:

5t — 3 5t
1 St = t1 —3/ it /—dt
/Og Ogt—l TR LU

:tlogit_l3 —§10g|5t—3|+10g|t—1 | +k.
L’espressione della funzione integrale é quindi:
1—x+110g _1, e [l2
2 1
For=yy 52— 3 r—1 7
ilogm —1+xzlog x— +log ——— — —log7, z€]2,4]



UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PERUGIA
Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio
Prova scritta di ANALISI MATEMATICA Ia
Prova del 9.01.2004

Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.
1. Studiare al variare di x € IR il comportamento della serie

Z n

n=1

n—l—logn

Soluzione

La serie ¢ a termini di segno qualunque. La serie assoluta é

lel”

n+logn

Utilizziamo il criterio del rapporto:

1 1

Ja

n+1+log(n+1)"

=]z |

lim | z [ -
n n + logn

e quindi la serie converge assolutamente (e quindi converge) per —1 <
xr < 1. Se x > 1 la serie é a termini positivi; applicando nuovamente
il criterio del rapporto si ha la divergenza. Se x = 1 la serie si scrive

ZOO —— . Applicando il criterio degli infinitesimi si ottiene la
n=ln 4 logn
n
divergenza, essendo lim, ——— = 1. Se z = —1 la serie diventa

n + logn
Zoo (—=1)"————, che é una serie a segni alterni. Applichiamo
n=1 n + logn
quindi il criterio di Leibnitz. Risulta facilmente

1
lim ——— =
n n+logn



1
Studiamo ora la monotonia della successione [ ——— | . Posto
n+logn/

—r —

, con x > 0, risulta f'(z) = 5 < 0 e quindi

xr) = — -
/(@) x+logx z(z +log z)
la successione é decrescente e pertanto la serie converge. Se z < —1
1 x|
la serie si scrive ZOO (=1)" | z |* ————. Poiché lim,, . =
n=1 n + logn n + logn
+00, la serie non converge.

2. Studiare la funzione )
flz)=e"Vaz-9

e tracciarne un grafico approssimativo (non é richiesto lo studio della
derivata seconda). Determinare inoltre, se esistono, il massimo e il
minimo assoluti.

Soluzione

Il dominio della funzione é D = (—o0, —3] U [3,+00). (Essendo la fun-

zione simmetrica rispetto all’asse delle y, é sufficiente studiarla nell’intervallo

[3,4+00)).Risulta f(x) > 0 per ogni x € D e f(x) = 0 per z = £3.
Esaminiamo i limiti.

lim f(x) =0,
Jm f@) =0,

quindi y = 0 é un asintoto orizzontale. Studiamo ora la derivata prima.
La sua espressione ¢ la seguente:
2 —272 + 19

2—9

f(x) = we

Studiamo ora il segno di f’(z).

f’(m)20<:>x(2x2—19)§0<:>x§—g/129, 3<x§,/129.

Pertanto, x = i./% sono punti di massimo relativo, mentre i punti
x = 43 sono punti di minimo assoluto. Infine, il minimo assoluto é
zero, assunto nei punti x = 43 e il massimo assoluto é assunto nei

punti z = 4/



3. Determinare I'area della regione di piano compresa tra le rette x = 0, z =
3 e il grafico della funzione f : [0,3] — IR definita da

) )

r—3 2
flz) =
z(1 + log? 3z)’ 2’

Soluzione

Poiché la funzione f é negativa nell’intervallo |2,5/2], I'area richiesta é
la seguente:

SO 5/2 42 _ 3 1
A= / v x—/ v da:—i—/ —————dv
5/2 (1 + log” 3z)

2
x°—x—
Calcoliamo le primitive della funzione z +— —Q_3 risolvendo il
1: [—
seguente integrale indefinito:

212

[Eme2y,
z—3

Eseguendo la divisione tra i polinomi 22 — 2 — 2 e z — 3, si ottiene

2 _p_2 1
’ 3dx = 2%/242x+4log | 2—3 | +c.

/%dm = /(x+2)dx+4/x —

1
Calcoliamo ora le primitive della funzione x +—

z(1 + log®3z)’

1
_— = dt— tan log 3 k.
</ x(:z:+log2 3x) x>log3x _ /1 arctan log 5 +

L’area richiesta é quindi:

2 5/2
A= [x2/2+2x+410g]x—3|}0— {$2/2+2x+410g]x—3\]2/

+ [arctan log 32]; o=
= 31/8 —4log3 + 4log 2 + arctan log 9 — arctanlog 15/2.



UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PERUGIA
Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio
Prova scritta di ANALISI MATEMATICA Ia
Prova del 26.03.2004

Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.

1. Studiare al variare di x € IR il comportamento della serie

—+o00
S
n=1 n

Soluzione

La serie ¢ a termini di segno qualunque. Studiamo la convergenza della
serie assoluta, utilizzando il criterio del rapporto. Si ottiene:
|x|n+1 n222n |CE|

I il
W o T 4

Quindi la serie converge assolutamente, e quindi converge, per —4 <
r < 4. Se x = 4 la serie si scrive

+oo 22n +oo 1
Z 202n Z "2’
nzln 2 n=1 n
che converge. Se x = —4 la serie si scrive
+o0 1
> (1)t
n=1 n

) ) . 1 .
che é una serie a segni alterni. Essendo (2) una successione decres-
n</n
cente e infinitesima, per il criterio di Leibnitz sia ha la convergenza.

. . . Ap+1
Se x > 4 la serie diverge, essendo lim,, > 1. Sex < —4 la se-
Qn
+o00 | |n
rie si scrive Y _(—1)" 5o+ che € una serie a segni alterni. Essendo
n=1 n*2
N :
lim,, = +00, la serie non converge.
n292n



2. Studiare la continuitd e la derivabilitd della funzione

»

x

xe T, z € [0, +o00[

J(x?2—=1)2, z€]—o00,0]

Determinare inoltre, se esistono, i punti di massimo e minimo relativi
e/o assoluti.

fx) =

Svolgimento

Risulta
lirgli (22 —1)2 =1,
e f(0) = 0, la funzione f non é continua in z = 0, e quindi non é
derivabile in tale punto.
Studiamo la derivabilitd di f. Per x > 0 si ha

72
flay=e 2 -(1-2?),
mentre per x < 0, x # —1 si ha
/ 437
T) = ——.
/@) 3va?—1
Studiamo la derivabilitd in ©z = —1.

lim f'(x) = —oo0,
r——1"
quindi f non é derivabile in x = —1. Studiamo ora il segno di f’. Per
x> 0siha ff(z) > 0<= 0 <z <1, mentre per x < 0, z # —1
si ha f/(z) > 0 <= 2 < —1. Pertanto # = 1 é un punto di massimo
relativo, mentre x = —1 é un punto di minimo relativo. Notiamo che
f(x) > 0 per ogni x € IR; poiché f(—1) = f(0) = 0, zero é il minimo
assoluto assunto nei punti x = 0 e x = —1. La funzione non ammette
massimo assoluto essendo lim, ,_ f(x) = +oo.



3. Dopo averne giustificato 1'esistenza, determinare la famiglia della primi-
tive della seguente funzione:

e” sin 2, x € [—m, 0]
fz) = v

—_— 0,1

2?2+ 3z +2’ z €0, 1]

Svolgimento

f é continua nell’intervallo [—, 1], quindi la funzione integrale é una
sua primitiva. La famiglia delle primitive é allora data da F(x) + ¢,
dove

/x e’ sin 2tdt, r € [—m,0)
F(x) 0

- 0 T t
* gin 27d ' a4t zelo
/_ﬂe sin2edr+ |- e pdt v € [0.1]

Per quanto riguarda il primo integrale, integrando per parti due volte
si ottiene:

T T 2
/ e’ sin 2tdt = 6—(sin 2r — 2cos2x) + Er

- em

Per il secondo integrale, utilizzando la formula di hermite, si ha:

T 2
0

24+37+2 x+1

Quindi
" (sin 22 — 2cos 20) + — € [-,0]
—\S1N 2T — COS 2T _— X —Tr
5 Hem’ ’

F(x) =

2 2 (x4 2)?
= S imT 92n? 1
5e™ 5+nx+1 n2, z€[01]



UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PERUGIA
Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio
Prova scritta di ANALISI MATEMATICA Ia
Prova del 29.06.2004

Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.
1. Studiare il comportamento della serie

i’o cosn + (—3)"n
4n '

n=1

Svolgimento

Scriviamo la serie come somma di due serie:
i cosn i 3”

La prima serie a termini di segno qualunque. Risulta:

| cosn <
> cosn
e la serie 24— converge. Pertanto la serie Z converge assolu-
n=1 n=1

tamente e quindi converge. Studiamo ora l’altra serie. Essa é a segni
alterni. La serie assoluta é

n=1
Applichiamo il criterio del rapporto:

lim . = —
n—-+00 4n+l n3® 4

quindi la serie converge assolutamente. Pertanto la serie data, essendo
somma di due serie assolutamente convergenti, converge.

1



2. Determinare gli eventuali punti di massimo relativo, di minimo relativo e
i punti di flesso della funzione

f(l’) _ (II2€m+1.
Esistono il massimo e il minimo assoluti?

Svolgimento

La funzione é definita in tutto IR. L’espressione della derivata prima é
la seguente

fl(x) = " (2? + 22).

Risulta f'(x) > 0 <= x < =2, > 0. Pertanto x = —2 é un punto di
massimo relativo e x = 0 é un punto di minimo relativo. Studiamo ora
la derivata seconda. La sua espressione é:

f(z) = " (a® + 4 + 2).

Risulta f/(z) > 0 <= o < -2 -2, z > -2+ /2. Quindi v =
—2 4+ /2 sono punti di flesso; pit precisamente la funzione é convessa
in (—00,—2 — +/2) e in (=2 + /2, 4+00), mentre é concava in (—2 —
V2, =2+ /2).

La funzione non ammette massimo assoluto essendo

i f@) = o0

mentre il minimo assoluto é zero, assunto in = = 0, essendo f(x) > 0
per ogni z € IR.

3. Determinare I'espressione della funzione integrale della seguente funzione

T - et z € [—1,0]

fz) =
log(x +2) +3, z€0,1]

Svolgimento



La funzione é discontinua nel punto x = 0; essa é integrabile nell’intervallo
[—1,1]. La sua funzione intergrale é cosi definita:

/I tetdt, se z € [—1,0]
-1
F(z) =
0 T
/ ve"dxy +/ log(t +2) + 3]|dt, se z € [0,1]
1 0

Per —1 < 2z <0 si ha, integrando per parti,

F(x) = / te'dt = pe" T + 1 — / etdt = we* — "t 4 2.
-1 -1

Calcoliamo ora l'integrale indefinito / [log(t + 2) + 3]dt. Risulta, uti-

lizzando l'integrazione per parti:

29
/[log(t +2) + 3)dt = /log(t 4 2)dt + 3t = tlog(t +2) — / H;Hdt —

1
tlog(t +2) —t+2/t+2dt = tlog(t + 2) + 2log(t + 2) + 2t.

Pertanto

ze Tt — et 4 9 se x € [—1,0]
F(z) =
2 —e+azlog(z+2) +2log(x +2) + 22 — 2log 2, sex € [0,1]



UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PERUGIA
Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio
Prova scritta di ANALISI MATEMATICA Ia
Prova del 19.07.2004

Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.
1. Studiare il comportamento della serie

+o0 2nenn|

nn

n=1

Svolgimento

La serie é a termini positivi.Applichiamo il criterio del rapporto:

2n+1 n+1 1 | n n 1
lim G (e L A WY < n ) — 2.2 =2,
n—too  (n 4 1)nHl 2nenn) n—+oo \n + 1 e

Quindi la serie diverge.
2. Determinare gli eventuali punti di massimo e minimo relativi della fun-

zione
2
f(x) =e" V16 — 22

Esistono il massimo e il minimo assoluti?

Svolgimento Il dominio della funzione é 'intervallo chiuso [—4,4].
L’espressione della derivata prima é la seguente

f/(aj) 67‘%2 21’2 — 33

=z _ .
V16 — 22
33

Risulta f'(z) = 0 per z = + = valori che non appartengono al do-

minio, o x = 0. Dallo studio del segno della derivata prima si deduce
che f cresce nellintervallo | — 4, 0] e decresce nell’intervallo |0, 4. Per-
tanto = —4 e x = 4 sono punti di minimo assoluti, mentre x = 0 é
un punto di massimo assoluto.



3. Determinare 'area della porzione di piano compresa tra le rette xr =

3 41
—5 = —1, T'asse x e il grafico della funzione f(z) = m
Svolgimento

La funzione é positiva nell'intervallo [-3/2,-1], pertanto I'area richiesta
¢é fornita dal seguente integrale:

_/ L |
m3+2x2

Eseguendo la divisione tra polinomi si ottiene:

1 422 — 1 1422 — 1
2)d / =3 / .
A= /3’ x—2)dz+ s 20z 1 2) x l x] 3—1— P12 dx

m

Utilizziamo la scomposizione di Hermite:

42?2 — 1 _A+B+ C
2z +2) x 22 r+2

Il principio di uguaglianza tra polinomi conduce ad un sistema di tre
equazioni nelle incognite A, B, C' che fornisce la seguente soluzione:

A=1/4, B=-1/2, C =15/4.

Quindi:
11 -1 1
A——f / / —dx dx =
4J-3 _g T+ 2
13 1 1 15 -1 43 1
:—8—1—[ ln\x|—i——|—4ln|a:—|—2|] ;:_ﬂ+4ln2_iln3'

N



UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PERUGIA
Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio
Prova scritta di ANALISI MATEMATICA Ia
Prova del 7.09.2004

Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.
1. Studiare, al variare di x € IR" il comportamento della serie

400 (log [E)n

Soluzione

La serie é a termini di segno qualunque. Applichiamo il criterio del
rapporto alla serie assoluta:
|logz [ n?2+1
m . —
n—too (n+1)24+1 |logz |

Quindi la serie converge assolutamente se | log z| < 1, cioé se % <z <e.
Se x = e la serie diventa

400 1
;n2—|—1’

che risulta convergente. Se z = %, la serie si scrive

che converge per il criterio di Leibniz, essendo lim,, =0, e

n?+1

1 . . .
( D) T 1) una successione decrescente. Se x > e la serie é a termini
n n

a
positivi e per il criterio del rapporto diverge essendo lim,, "5 1. Se
an

O<zx< % la serie si scrive

+oo n|logx|"
(=)
= n®+1



| logz|™

che é una serie a segni alterni. Tale serie non converge essendo lim,,

n2+1
+00.
2. Determinare il valore del parametro o € IR affinché la funzione f, definita
da 5
7 —
x € |0,1
(x+1)(x+ «) 0, 1]
folz) =
1
z €]1,2]

V(e +3)°

risulti continua. Studiare poi la derivabilita della funzione cosi ottenuta
e determinarne gli eventuali massimi e minimi relativi e assoluti.

Soluzione

Chiaramente la funzione é continua nell’intervallo [0, 1] e nell’intervallo
|1,2]. Esaminiamo la continuitd nel punto x = 1. Poiché lim, .1+ f,(z) =

1
1 ¢ fa(1) = —=————, la funzione risulta continua in z = 1 se e solo se
21+ «)
1 1
————— = —, cioé se e solo se @« = —3. Studiamo ora la derivabilita
20+ «a) 4

della funzione f_3(x). Per x € [0, 1] risulta

—x?4+dr—7

Fa) = e — 3

Studiando il segno di f’ () si ottiene che f_3(x) decresce in [0, 1]. Per
z €]1,2[ si ha
3r+3
/ e
Fsle) = s @ 3

e studiando il segno di tale derivata si ottiene che f_z(z) decresce in

]1,2]. Pertanto la funzione ha in = 0 un punto di massimo assoluto e

in = 2 un punto di minimo assoluto. Il massimo assoluto é %, mentre

il minimo assoluto é ﬁ La funzione non é derivabile in x = 1. Infatti:

lim f',(x) = 1

r—1— 47



mentre 3
li ! =——.
Rt fls(@) 16
3. Determinare I'espressione della funzione integrale della seguente funzione
r-eV® oz el0,1]
flx) = T —9

@t 1) x €]1,2]

Soluzione

Notiamo che f non é continua nel punto z = 1 e quindi non pud
ammettere primitive. La funzione integrale é:

/ “teVidt, €0, 1]
0
F(z) =

1 v -2
Ve + dt €1, 2
/oxe Gl ey LONREAS B

Determiniamo la famiglia delle primitive della funzione ¢ — te‘/g, risol-
vendo il seguente integrale indefinito:

/ teVidt.

Operando la sostituzione v/t = z e applicando tre volte la formula di
integrazione per parti si ottiene:

/te\/idt =2 / Befdz =223 — 6 / 22etdz =
= 22%¢% — 622 + 12 / 26%dz = 22%¢% — 62%€% + 122 — 12 + ¢ =
= 2tvteVt — 6teV! +12vteVt — 12¢VE + ¢

Risolviamo ora l’altro integrale indefinito per trovare la famiglia delle

primitive della funzione t — , utilizzando la formula di decom-

t(t+1)
posizione.

2 1 1
7dt:—2/fdt 3/—dt:—21 t| + 3log |t + 1| + k.
/t(t+1) PR oglt] +3log |t + 1] +

3



L’espressione della funzione integrale sara quindi:

eVe(22\/T — 61 + 12¢/7 — 12) + 12, z €[0,1]
F(z) =
—2logz + 3log(z + 1) —3log2 —4e + 12, =z €]1,2]



UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PERUGIA
Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio
Prova scritta di ANALISI MATEMATICA Ia
Prova del 27.09.2004

Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.

1. Studiare la convergenza semplice e assoluta della serie

400 n!

L

Svolgimento

La serie é a segni alterni. Infatto possiamo scriverla nel seguente modo:
400 |
n!
O]
n=1

Studiamo la convergenza assoluta, applicando il criterio del rapporto:

’ (n+1Ln! 20
N S

Quindi la serie assoluta non converge. Studiamo ora la convergenza
. R Ant1 . _
semplice. Poiché limy,_. 4o —2+ = 400, fissato M = 1 esiste (M) > 0

n
tale che per ogni n > m risulta a,.1 > a,. Quindi la successione
n!
<n> ¢ definitivamente crescente, pertanto la serie non converge sem-
2 n
plicemente.

2. Si determinino gli eventuali punti di massimo, di minimo e di flesso della

funzione

f(x) =e"V3zx — 2.
Dire infine se la funzione ammette il massimo e/o il minimo assoluti e
tracciare un grafico approssimativo.

Svolgimento



La funzione é definita in tutto ’asse reale. Si ha:

lim_f(z) =

T—+00

lim f(z)= —o0.

r——00

L’espressione della derivata prima ¢ la seguente:

flla)=e _—3w+3
o/ (3x — 2)?
2
Studiamo la derivabilitd in « = §
lim f'(x) = +oo,
x—>(§)

e quindi la funzione non é derivabile in tale punto. Studiando il segno di

2 2
f'(x) si ottiene che f(x) cresce in (—oo, 3 [, cresce in ] 3 1 [ e decresce in

|1, 400). Pertanto il punto x = 1 é di massimo relativo, con f(1) = —.
Determiniamo ora l’espressione della derivata seconda. Risulta:
922 — 247 + 10

flx)=e"" e Do

Studiando il segno di f”(z) si evince che la funzione presenta tre punti

. 12+ /54 2 . , . 12 — /54
diflesso: x = — 9 exr = 3 La funzione é concava in | —oo, —5 |
) Cl12- /54 2 2 12+64[

é convessa in —3 '3 , ¢ concava in —g ed é convessa
] 12 4+ /54 >
n 79 ,+00 .

La funzione ha in x = 1 un massimo assoluto, mentre non ammette il
minimo assoluto essendo inferiormente illimitata.

3. Calcolare il seguente integrale indefinito
4

T
e

2



Svolgimento

Eseguendo la divisione tra polinomi si ottiene:

/ v dx—/mdx+8/ * dx
3-8 (x—2)(x2+22+4)

Risolviamo il secondo integrale utilizzando la scomposizione di Hermite:
x A Bz +C

(x —2)(22 + 22+ 4) x—2+x2—2x—|—4‘

1
Applicando il principio di uguaglianza tra polinomi si ottiene A = 5’

1 1
B:—éeC’:§. Quindi
xt 1 4 1 —4x + 8
dr = —22 + =1 -2 ,/7d =
/x3—8x pU gl =2 g [ s ™

1, 4 4 z 8 1
S —2—7/7d f/id.
gl =g e s Grr e

Risolviamo ora / Ldm. Operando la sostituzione z + 1 = ¢
(x+1)2+3
si ottiene:
T t—1 t 1
— :/7dt:/7dt—/7dt:
/(a:+1)2+3x 243 2 +3 243
1, 1 1 1, V3 t
= iln(t —|—3) - 3/<t\/§>2_’_1dt: §ln(t —|—3> — ?arctanﬁ—i—c:
1 3 1
= 5111(3:2+4—1—2x) — \g—arctanx\—/% +c
In conclusione
4
x
/ x3 — de -
1 4 2 4v/3 1 8v3
= 5;52 + 3 In|z—2|— 3 In(2? + 4 + 2z) + \9/_ arctan m\—/% + \9/_ arctan
1

4 2 4v/3 1
:—x2+fln|x—2|——ln(x2+4+2x)+—\/_arctani+c.

2”3 3 3 NG

1
— C
V3



Universita degli Studi di Perugia
Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio
Prova scritta di ANALISI MATEMATICA Ia
Appello del 13.12.2004
Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte:

1. Studiare il comportamento della serie

log1+1/4)
DR

2. Tracciare il graﬁco della funzione
flx T+ 1o +
g 9 )

determinando in particolare gli eventuali asintoti, gli eventuali punti di
massimo, minimo, flesso.

3. Calcolare il seguente integrale definito:

/1 10z + 4

dz.
—3/2 4x — 23 v



Soluzioni della prova scritta di Analisi Matematica Ia
c.l. Ambiente e Territorio
Appello del 13.12. 2004

Soluzione del primo esercizio.
La serie é a termini positivi. Applichiamo il criterio degli infinitesimi:

log(1 + #) o T log(1 + nlfl/zl) B
v ’

lim ———2—
n—-+00 n1/2 n—-+o0o

se a = 3/4. Pertanto la serie diverge.

Soluzione del secondo esercizio .
Per determinare il dominio occorre risolvere la disequazione fratta 1—|—72 >

0 che é soddisfatta per z < 1 0 x > 2. Pertanto il dominio é D =] — 00, 1{U]2, 4-00].
Notiamo che f(0) = 0. Determiniamo ora gli eventuali asintoti orizzontali.
Risulta:

lim f(z) = —o0,

r——00

lim f(z) = +o0,

T—+00

e quindi non ci sono asintoti orizzontali. Determiniamo gli eventuali asintoti

obliqui:
lim —f(x) =1:=m
r——00 I
e
lim [f(z)—z] =log2:=gq.
T——00
Analogamente
lim ﬁ) =1:=m
r——+oco X
e

lim [f(x)—z] =log2:=q.

r—-+00

Pertanto y = x + log 2 é ’asintoto obliquo. Determiniamo ora gli eventuali
asintoti verticali:

linln_ f(z) = —o0,



quindi z = 1 é un asintoto verticale;

I =
lim f(z) = +oo,

quindi z = 2 un asintoto verticale.
L’espressione della derivata prima é:

2
iy ot —=3x+1
f@) = e De—2
Dallo studio del segno di f’ si deduce che f cresce nell’intervallo | —oo, 372—‘/5 [,

3—vV5
2

34+/5

, 1, cresce in ]2, =52 e decresce in ]3+\/5

2

decresce in ] , +oo[. Pertanto

T = 3;5/5 é un punto di massimo relativo, mentre r = 33—‘/5 un punto di
minimo relativo.
L’espressione della derivata seconda é:
2z — 3
7 o
fiw) = (x —1)2(z —2)2°

Dallo studio del segno di f” si deduce che f é concava in | — oo, 1[, mentre
é convessa in |2, +00l.

Soluzione del terzo esercizio
Applicando la formula di Hermite si ottiene:

10z +4 A+ B N C  2*(-A+B-C)+z(2B+2C)+4A
r2-2)2+2) w 2—-z 24z z(2—12)(2+x) '

Dal principio di identitd tra polinomi si ottiene A = 1, B = 3, C = 2.
Pertanto 'integrale si scrive:

-1.10 4 -11 -1 1 -1 1
[osda= [ —do3 do+2 | do =
—3/2 4o — x —3/2 _3/22—x _3/22+$

3 7 1
= [log|z| — 3log |2 — z| +210g\2+m|]:1/2 = —3log3—log§+3log§ —2log5 =
= —4log3+ 3log7.



UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PERUGIA
Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio
Prova scritta di ANALISI MATEMATICA Ia
Prova del 10.01.2005

Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.

1. Studiare la convergenza semplice ed assoluta della serie

St
n=1 n '

Soluzione

La serie é a segni alterni. Studiamo la convergenza assoluta, utilizzando
il criterio degli infinitesimi:

n+2
) » . ooertt—1 n4+2
lim a,-n?’ = lim s aami . =1,
n—-—+o0 n——+o0 n nZ+1

n2+1
se p = +2. Pertanto la serie converge assolutamente e quindi anche
semplicemente.

2. Tracciare il grafico della funzione
f(@) = (z+2)Vd—2?

determinando in particolare gli eventuali punti di massimo, minimo
e flesso. Stabilire inoltre se esistono f/(2) e fi(—2), e se la funzione
ammette massimo e/o minimo assoluti.

Soluzione

Per determinare il dominio occorre risolvere la disequazione 4 — 22 > 0
che é soddisfatta per —2 < x < 2. Pertanto il dominio é D = [—2,2].
Risulta f(z) =0<= x =42 ¢ f(x) > 0 per ogni z € D. La funzione
non ammette asintoti. L’espressione della derivata prima é la seguente:

222 — 2 4
f’(m): T T+

V4 — 2

1

, Voe]—2,2].




Studiamo la derivabilita nei punti z = £2.

lim f'(x) = —o0,

r—2~

quindi non esiste f(2), mentre

lim f'(z)= lim QJ (w=DPe 27 2\/($_1>2(x+2) =0=fl(-2).

r——271 r——271 2—x

Dallo studio del segno di f’ si deduce che f cresce nell'intervallo | —2, 1]
e decresce in |1,2[. Pertanto x = 1 é un punto di massimo assoluto,
mentre x = £2 sono punti di minimo assoluto.

L’espressione della derivata seconda é:

2(x3 — 12z — 8)
(4 — 22)V/4 — 2%

Scomponendo il numeratore con Ruffini si ottiene:

f'(z) =

2@ +2)(a® =22 —2)  2(2®—2z—2)
2—2)2+2)Vi—22 (2-z)Wi—22

Dallo studio del segno di f” si deduce che f é convessa in | —2,1—+/3],
mentre é concava in |1 — V3, 2[. I punto z =1 — V3 é di flesso.

f”(.’I;) —

3. Determinare la famiglia delle primitive della funzione

et 4+ 2

flo) = er +1°

Soluzione

L’integrale indefinito di una funzione continua f rappresenta la classe
di tutte le primitive della f. Quindi risolviamo l'integrale indefinito
della f. Operando la sostituzione e* =t si ottiene:

[Er 2 [ 22y
e +1 tt+1)



Utilizzando la formula di Hermite si perviene a:

t 42 1 1
7dt:2/fdt—/—dt:2l t{—Inlt+1|+c, ce R
/t(t+1) / t+1 nftl=lnft+1l+e e

Pertanto

T4 2
/e+ de =2x —In(e*+1)+¢, c€ R.
er +1



UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PERUGIA
Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio
Prova scritta di ANALISI MATEMATICA Ia
Prova dell’ 11.04.2005

Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.

1. Studiare la convergenza semplice ed assoluta della serie

400 n
> (—=1)"arctan TR
=1 n®+1

r+1
2 —2
(non é richiesto lo studio della derivata seconda) . Stabilire inoltre se
esiste un intervallo [a, b] in cui sono soddisfatte le ipotesi del teorema
di Rolle.

2
2. Studiare la funzione f(z) = In [1 + ( ) e tracciarne il grafico

3. Determinare 'espressione della funzione integrale della funzione f : [1,3] — R

2x 1
definita da f(z) = & +1 .
6x —_




UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PERUGIA
Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio
Prova scritta di ANALISI MATEMATICA Ia
Prova del 5.07.2005

Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.

1. Studiare il comportamento della seguente serie, usando il criterio del con-
fronto asintotico:

Jio Vet —1).

2. Determinare gli eventuali punti di massimo relativo, di minimo relativo e
i punti di flesso della funzione

efle—1), <1

fz) =

z—1

— z>1
T+ 3

log

Facoltativo: tracciare il grafico della funzione.

3. Determinare la famiglia delle primitive della funzione

x? — dx

fo) = a5 re



Universita degli Studi di Perugia
Facolta di Ingegneria
Corso di laurea in Ingegneria Ambiente e territorio
Prova scritta di Analisi Matematica TA
05 Luglio 2005

Soluzioni del compito di Analisi I del 5 Luglio 2005

1) La serie ¢ a termini positivi. Utilizzando il criterio del confronto asintotico, si

ha: Y
) e’/ =1
Jm et =1

se a = 1/2. Pertanto la serie diverge.

2) Il dominio della funzione ¢ tutto IR. Inoltre si vede facilmente che lim, 4 f(x) =
0 e quindi la retta y = 0 & un asintoto orizzontale. Intersezioni con gli assi:
f(1) =0e f(0) = —1. Osserviamo che la funzione non ¢ continua nel punto
1, poiche f(1) = 0 mentre

r—1

lim 1
xLI{l-F 08 z+3

= —00.
Quindi la retta = 1 € un asintoto verticale e in tale punto f non € nemmeno
derivabile. Negli altri punti si ha:

ze”, r<l1

r>1

(x —1)(z +3)’

Osserviamo che il punto z = 1 ¢ anche un massimo assoluto, perche risulta
f(z) <0 per ogni x € IR. Per studiare il segno della derivata prima, conviene
spezzare il problema in due parti. Prima studiamo il caso z < 1. In tal caso e
facile vedere che f’(x) > 0 se e solo se x > 0, = # 1. Quindi f & decrescente
in | — 00, 0[ e crescente in [0, 1[. Pertanto il punto z = 0 ¢ un minimo relativo

e f(0) = —1.
Per x > 1, si vede subito che ¢ sempre f'(z) > 0, pertanto la funzione &
crescente in |1, +00.

Per la derivata seconda si ha:

e’(x+1), x <1
iz
= 1
/(x) — 8z +1) , z>1
(x —1)%(z +3)?
La funzione ¢ quindi convessa nell’intervallo | — 1,1[ e concava in |1, +oo[ e

| — 00, —1[. 1l punto x = —1 & un punto di flesso.



3) Eseguendo anzitutto la divisione dei polinomi z*> — 4z e x? + 5z + 6, si ha

3r + 2
dz — 3/ d
/x2+5x+6$ v (x 4+ 2) x—|—3)$

Calcoliamo quindi I'ultimo integrale utilizzando la formula di Hermite. Posto

+2 A B
(x+2)(x+3) z+2 x+3

da cui si ricavano A = —4, B = 7 e quindi

2

—14
/de:x—l—lﬂogm—l—ﬂ—21log|x+3|+c.



UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PERUGIA
Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio
Prova scritta di ANALISI MATEMATICA Ia
Prova del 12.09.2005

Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.

1. Stabilire il comportamento della successione (\"/ 2n + n2) .

Svolgimento
Risulta:
1/n n
lim v2"4+n?2= lim (2" + nz) / — lim el/nlos@n?) _
n—-+o00 n—+oo n—-—4oo
log(2" + n?) nlog?2
= lim e n = lime n =¢%2=2
n—-+00 n—-+00

Pertanto la successione converge al valore 2.

2. Tracciare il grafico della funzione f(x) = zv/2? + 5z. (Non é richiesto lo
studio della derivata seconda).

Svolgimento

Il dominio della funzione é IR. Le intersezioni con gli assi coordinati
sono i punti A = (0,0) e B = (—5,0). Studiando il segno della funzione
risulta f(z) > 0 in | — 5,0[U]0, 400, mentre f(z) < 0 in | — 00, 0][.
Passiamo ora al calcolo dei limiti:

lim f(z) = +oo,

quindi non ci sono asintoti orizzontali. Stabiliamo se esistono asintoti
obliqui. Si ha:



T——00 T

pertanto non esistono asintoti obliqui.
L’espressione della derivata prima é:

() 5% + 20z
r) = ———.
3¢/ (22 + bx)?
Notiamo che i punti x = 0 e x = —5 sono di non derivabilita e quindi

punti angolosi. Studiamo il segno di f’. Risulta
flx)>0<=x<4 VvV z>0.

Quindi il punto x = —4 é di massimo relativo, mentre il punto x =0 é
di minimo relativo.

3. Determinare la primitiva P(z) della funzione g(z) = zeV® che verifica la
condizione P(0) = —12.

Svolgimento

Determiniamo la famiglia delle primitive di g, rislovendo l'integrale in-
definito. Operando la sostituzione /2 = t e successivamente integrando
per parti tre volte si ottiene:

/xeﬁdx = 2/t3etdt = 23e! — 6/t2€tdt =

= 2t3e! — 6t + 12/tetdt = 2t3¢! — 6%t + 12te! — 12e! + ¢ =

= 22/zeV® — 6zeV” 4+ 12/zeV® — 12eV7 + c.

Imponendo la condizione P(x) = —12, si ottiene ¢ = 0. La primitiva
richiesta é:

P(z) = 2zv/zeV® — 6zeV™ + 12/eV™ — 127,



UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PERUGIA
Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio
Prova scritta di ANALISI MATEMATICA Ia
Prova del 29.09.2005

Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.

1. Studiare al variare di x € IR il comportamento della serie

I 3n + 2
_1 n_.n .
n;( R

Svolgimento
La serie ¢ a termini di segno qualunque. Studiamo la convergenza della
serie assoluta, utilizzando il criterio del rapporto. Si ottiene:

(3n+2) n?
(n+1)? [z|*(3n + 2)

lim ||
n

= |z|.

Quindi la serie converge assolutamente, e quindi converge, per —1 <
x < 1. Se z = —1 la serie si scrive

X3 +2

>

n=1

)

n2
che ¢é una serie a termini positivi. Poiché

o 3n+2
lim TR
n n

n =3,

la serie diverge per il criterio del confronto asintotico.
Se x = 1 la serie si scrive

= n3n + 2
Z(_l) 2

n=1

n
In+2

n® /.,
decrescente e infinitesima, per il criterio di Leibnitz si ha la convergenza.

che é una serie a segni alterni. KEssendo ) una successione

1



Se z < —1 la serie si scrive

X L3n+2
Z|x| R
n=1 n
. JORT Ap+1 . . . . .
Poiché lim,, > 1, la serie diverge. Se x > 1 la serie si scrive
n
= 3n+2 3n + 2
> (—1)"a"———, che é unaserie a segni alterni. Essendo lim,, 2" ——— =
n n
n=1

+00, la serie non converge.

2. Data la funzione f : IR — IR definita da

2x_1
¢ , <0
xr
f(z) =
LJF“’ >0
x4+ 2

dopo aver determinato il valore del parametro a € IR in modo che f
risulti continua su IR, studiare la derivabilita.

Svolgimento

Studiamo la continuita nel punto x = 0:

lim
z—0— x 2—0~ 2z

e f(0) = g. Quindi la funzione f é continua in z = 0, solo se a = 4.
Studiamo la derivabilita di f. Per x > 0 si ha

, -2
f(z)= m,

mentre per z < 0 si ha




Studiamo la derivabilitd in z = 0:

lim f'(z) = —1/2,

x—0~

mentre, utilizzando L’Hopital, si ha:

/ 4€2x
li = li
2T = 0 5

=2

quindi f non é derivabile in x = 0.

3. Calcolare il seguente integrale definito:

0 22 4+3z—1
/ dx
~1 (x = 3) (22 + 2z + 2)

Svolgimento
Utilizzando la formula di Hermite, si ha:
0 2?2+ 3z -1 01 0 1
ar = | dot [ e =
L EEE s ) S N S I o

0 1
=[In|z —3]]°, + /_1 mdm = [In|z — 3| + arctan(z + 1)]°, =

=In3/4+ w/4.



UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PERUGIA
Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio
Prova scritta di ANALISI MATEMATICA Ia
Prova del 12.12.2005

Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.

1. Studiare il comportamento della seguente serie:
00 1
Z n?log® <1 + ) .
n=1 n

Svolgimento

La serie é a termini positivi. Applichiamo il criterio degli infinitesimi:
o log?(14 1) o log?(1+ 1)

lim ————"* -n = lim ————"> = 1.
Essendo p = 1, la serie diverge.

2. Tracciare il grafico della funzione

=2 oy
flx) = 3¢

(Non ¢ richiesto lo studio della derivata seconda).

Svolgimento

Il dominio della funzione é IR\ {3}. La funzione é positiva per x > 3.
Le intersezioni con gli assi coordinati sono (0, —2¢) e (2,0). La funzione
si scrive

-2
i_ el w e [2,3[U)3, +o0]
f(z) = )
x:ge“l, T €] — 00,2



Risulta:
lim f(x)=0,

r——00

e quindi ¥y = 0 é un asintoto orizzontale;

lim f(x) = 4oc.

T—+00

Verifichiamo se la funzione ammette asintoto obliquo per x — 4o0:

lim M = +00,
r—+00

e quindi non ci sono asintoti obliqui. Ricerchiamo ora eventuali asintoti
verticali.

lirgl_ f(z) = —o0,
xlirgr f(x) = +o0.

Pertanto x = 3 é un asintoto verticale.
L’espressione della derivata prima ¢ la seguente:

o T2 =BT +5

(& +lw, Xz E]Z,B[U]B, +OO[
f(x) =

. —2? 451 —5

e HW’ r €] — 00,2]

Studiamo la derivabilita in = 2. Risulta:

lim f/(z) = €,

T—2~

. / _ .3
i Sw) ==

pertanto non esiste f'(2). Studiamo ora il segno di f'(z). Per x €
12, 3[U]3, +0o0] si ha

5+5
2 9

5+2\/5['

fl(x) >0 x>

fl(z) <0<==x 6]2,3[U]3,

2



Quindi z = 5+—2‘/5 ¢ un punto di minimo relativo.

Per z €] — o0, 2] risulta

f’(x)§0<:>x€]—oo, 5

5—\/5l7

quindi x = 5’2‘/5 ¢ un punto di minimo relativo, mentre x = 2 é un
punto di massimo relativo (angoloso).

3. Calcolare il seguente integrale definito:

e 3xr—2
/ log < dx
1 3—x

Svolgimento

T — 2

Determiniamo prima la famiglia delle primitive della funzione log

Utilizzando la formula di integrazione per parti si ha:

3xr — 3r — 2 x
1 d — -1 / dz.
flog g —de =z g g Br—2)B-a)"

Utilizzando ora la formula di decomposizione si ottiene:

/10g3x— da:—xlog33x_2—2/3 2_3/3dm
7 — _

3r—2 2
=z log = — - log |3z — 2|+ 3log |3 — x| +c.
3—x 3
Quindi
3T — 3r—2 2 €
/log ’ dx— x - log ’ — -log |3z — 2|+ 3log |3 —z|| =
3—x 3 1

= (e — g) log(3e —2) 4+ (3 — e) log(3 — e) — log 2.



UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PERUGIA
Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio
Prova scritta di ANALISI MATEMATICA Ia
Prova del 10.01.2006

Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.

1. Studiare al variare di x € IR il comportamento della seguente serie:

Soluzioni

La serie assoluta é
2|3z — 1"

n=1

Utilizzando il criterio del rapporto si ottiene

’ |3z — 1"t |3z — 1|
im :
o (n+1)2 n?

= |3z —1].

2
Pertanto la serie converge assolutamente se [3z—1| < 1, cioé 0 < = < 3

Se x = 0 la serie si scrive:

n

i (—le) 7

1
che é una serie a segni alterni. Poiché la successione <2> ¢ monotona
n°/n

decrescente e lim, — = 0, per il criterio di Leibnitz la serie converge.
n

2
Se x = 3 la serie diventa:
<1

D

—
n=1 n



che ¢é convergente.

2 a
Sex > 3 la serie é a termini positivi ed essendo lim,, ntl—3p—1> 1,
G,
la serie diverge per il criterio del rapporto.

Se z < 0, la serie si scrive:

s o3z — 1]

>_(=1)

n=1

n?
|3z — 1]"

5 = 400, la serie
n

che é una serie a segni alterni. Poiché lim,,
non converge.

2. Tracciare il grafico della funzione
f(z) = (2* — 4V + 1.
(E richiesto lo studio della derivata seconda).

Soluzioni

Il dominio della funzione ¢ IR. L’intersezione con I’asse delle y é il punto
(0, —4), mentre le intersezioni con I’asse delle x sono i punti (£2,0) e
(—1,0). La funzione é positiva in | — 2, —1[U]2, +-00[, mentre ¢ negativa
in | — oo, —2[U
| —1,2[.
la funzione non presenta asintoti orizzontali, essendo:

lim f(z) = —o0,

r— —00

lim f(x) = +oc.

T—+00

L’espressione della derivata prima é la seguente:

, 72% + 6z — 4
flay =2
3/ (x4 1)?
Studiamo la derivabilitd nel punto x = —1:

lim f'(z) = +oo,

rx——1



quindi f non é derivabile in x = —1. Studiamo ora il segno della
derivata prima.

-3 — V37 -3 37
f’(x)20<:>x<7\/_, x>+7\/_.

=3 -BT

Quindi x = ¢ un punto di massimo relativo, mentre r =

T
—3+V37

¢ un punto di minimo relativo.

L’espressione della derivata seconda é, per x # —1:

2(142? + 24z + 13)

fie) = 9 (z + 1)°

Risulta f"(z) > 0 <= = > —1. Quindi z = —1 é un flesso.

3. Determinare la primitiva P(z) della funzione f : [—1,1] — IR definita da
f(z) = arctan(z + 1) + 3
B 2 —4’
tale che P(0) = %

Soluzioni
Calcoliamo 'integrale indefinito per determinare la famiglia di tutte le
primitive della funzione data.

dx

/f d:c—/arctan(x—i— dx—i—?)/ T DE =9

Risolviamo il primo integrale per parti, il secondo utilizzando la de-

composizione:
dx
_ parct 1) /7 / _ar
/f(x v =warctan{el)= [ o nade—y [ 00 4 z—2
1 2 2—2 3 3
:xarctan(x+1)—§ de—4ln]x+2[+4ln\x—2|:

3



1 3 3
=z arctan(x+1)—§ ln[l—l—(x—l—l)2]—|—aurctan(az:+1)—1 In |:1:+2|—|—Z In|z—2|4c =

1 3 -2
:(x+1)arctan(x+1)—§1H[1+<m+1)2]+1m ‘|§+2: te

1
Imponendo la condizione P(0) = %, si ottiene ¢ = 3 In2.



UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PERUGIA
Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio
Prova scritta di ANALISI MATEMATICA Ia
Prova del 7.04.2006

Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.

1. Studiare la convergenza semplice ed assoluta della serie

+o00 3/,2

nz:%(_ ) n+3
Soluzione
La serie assoluta é
o0 3 TL2
nz::l n+3

Utilizzando il criterio degli infinitesimi si ottiene

n2/3
li1£n(n+3> P =1<=p=1/3.

Pertanto la serie diverge assolutamente.
Studiamo ora la convergenza semplice. Risulta

3
n2

im =
n—+oo n 4+ 3

3/12
Stabiliamo la monotonia della successione ( f3> . Posto f(z) =
n
& 2
< ,con x > 0, si ha
r+3
p —r+6
()= 7—F5F7~=>20=0<2<6.

3z +3)2x —

Quindi la successione é definitivamente decrescente. Per il criterio di
Leibnitz la serie converge semplicemente.

1



2. Studiare la funzione

f(z) =log (1 + Qxx— 5)

e tracciarne un grafico approssimativo. (E’ richiesto lo studio della
derivata seconda).

Soluzione

Il dominio della funzione é D = (—o00,0) U (5/3,400). L’intersezione
con 'asse delle x é il punto (5/2,0). La funzione é positiva in (—oo,0)U
(5/2,+00), mentre é negativa in (5/3,5/2).

La retta y = log 3 é un asintoto orizzontale per la funzione, essendo

lim f(x)=log3,

lirll f(z) =log3.

La funzione ammette inoltre anche gli asintoti verticaliz = 0 e x = 5/3;

infatti
lim f(z) = +o0,
li = —00.
Ay S = o

L’espressione della derivata prima ¢ la seguente:

5

flw) = z(3x —5)

Studiamo il segno della derivata prima.
f(x) >0 Vx e D.

Quindi f cresce in (—o0,0) e in (5/3, +00).
L’espressione della derivata seconda é:

5(—63 + 5)

f(x) = (322 —52)2"

Risulta f”(x) > 0 <= x < 0. Quindi f é convessa in (—oo,0) mentre
¢ concava in (5/3,400).



3. Calcolare I'area della porzione di piano compresa tra l'asse delle ascisse,
le rette di equazione x = e — 1 e z = 0 e il grafico della funzione

log?®(x + 1)
(x+ 1)[log(x + 1) + 3]

fz) =

Soluzione

Poiché la funzione integranda é positiva nell’intervallo [0, e — 1], 'area
richiesta é fornita dall’integrale

/6—1 log®(z + 1) .
o (x4 Dflog(x + 1)+ 3]

Operando la sostituzione log(z + 1) = t I'integrale si scrive

1 42 g
t.
| ovs

Eseguendo la divisione tra polinomi, si ottiene infine
1 42 p 1 p I p
¢ — / t—3)dt+9 [ ——dt =
/0 t+3 0 ( ) o t+3
5

4
= [t?/2 — 3t + 9log(t + 3)]; = 910g§ — 5




UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PERUGIA
Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio
Prova scritta di ANALISI MATEMATICA Ia
Prova del 10.07.2006

Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.
1. Studiare il comportamento della serie

26 ()

n=0

Soluzione

La serie é a termini positivi. Poiché

4n—|—3)"_
dn+4)

1 —4n—471 =in=1
:l 1 _— N
15“[( +—4n—4) ] ‘

lign an = li}ln (

Al

la serie diverge.

2. Studiare la funzione
3—x

f(w) = vev =2

e tracciarne un grafico approssimativo. (E’ richiesto lo studio degli
asintoti obliqui).

Soluzione

Il dominio della funzione é IR\ {2}. La funzione passa per l'origine ed
é positiva in |0, 2[U]2, +oo[, mentre é negativa in | — oo, 0[.
La funzione non presenta asintoti orizzontali, essendo:

lim f(z) = —o0,

r——00



lim f(x) = +4o0.

T——+00

Cerchiamo quindi eventuali asintoti obliqui.

lim —f(z) = 1,
z—+oo e
1 1
I —a] ="
Jm [f(z) = —a] =~

1 1
L’asintoto obliquo é y = —x + —. La retta x = 2 é un asintoto verticale
e e

per la funzione essendo

lim f(z) = +oc.

r—2T
Inoltre
lim f(x)=0.

T—2~
L’espressione della derivata prima ¢ la seguente:

3—x
fle) =ev =2

x? —b5r+4
(z —2)?

Studiamo il segno della derivata prima.
flx) >0« x<1, =>4

Quindi z = 1 é un punto di massimo relativo, mentre x = 4 é un punto
di minimo relativo.

3. Calcolare il seguente integrale indefinito

de.
r/x — 8

Soluzione

perando la sostituzione \/z = ¢ I'integrale diventa
t*+t t*+t
2 [ Gcdat=2 dt.
3 —8 (t—2)(t2+2t+4)

2




Utilizzando la decomposizione si ottiene:

/ d+/ t+2
t—2 t2+2t+4

1
=Inlt —2 “1In(t? + 2t 4 /7d
n| |+2n( 244+ 124+ 2t+4
1 V3 1/v/3
=1In|t — 2| + = In(t? + 2t + 4) + — dt =
n| |+2n( + 2t 4 4) + 3 1+(t}1)

1 3 t+1
:1n|t—2]+21n(t2+2t+4)+\é_arctan++c.

V3
Ponendo infine ¢t = /z si ottiene
/x\/\!_ 8da: =1In|vVr—2|+= ln(x+2\/_+4)+\é§ arctan \/E\/__;




UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PERUGIA
Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio
Prova scritta di ANALISTI MATEMATICA I
Prova del 5.09.2006

Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.

1. Stabilire il comportamento della successione

et/ —1+4/n
sin3/n -

Svolgimento
et/m —1 4/n
lim a,, = li —
e 1Vrln<sin3/n * sin3/n
1. e/"—1 3/n 4. 3 5

= —lim
3 n

- = + - lim — =
1/n sin3/n 3 » sin3/n 3
La successione converge.

2. Studiare la funzione
f@) = (o = 2)e
e tracciarne un grafico approssimativo. (E’ richiesto lo studio degli
asintoti obliqui e della derivata seconda).

Svolgimento

Il dominio della funzione é IR\ {0}. La funzione é positiva in |2, +-00[,é
negativa in | — oo, 0[U]0, 2[, e si annulla per x = 2.
La funzione non presenta asintoti orizzontali, essendo:

lim f(z) = —o0,

r——00

lim f(z)= +4o0.

T—-+00



Cerchiamo quindi eventuali asintoti obliqui.

lim @ =1:=m,
z—too
—-1/x __ 1
g 1) =] = i | ==y 2 = g

L’asintoto obliquo é y = x — 3. La retta x = 0 é un asintoto verticale
per la funzione essendo

lirgf f(z) = —o0.
Inoltre
lim f(z) = 0.

L’espressione della derivata prima ¢ la seguente:

4 x—2
—

flla)=e e

T

Studiamo il segno della derivata prima.
flz)>0e=a< -2V a>1

Quindi = —2 é un punto di massimo relativo, mentre x = 1 é un punto
di minimo relativo. La funzione cresce in | —o0, —2[ e in |1, +00[, mentre
decresce in | — 2,0] e in ]0, 1[. L’espressione della derivata seconda é

S5t — 2
4

f,/(l‘) _ e—l/a: . )
Studiamo il segno della derivata seconda.
() > 0<=z>2/5.

La funzione é concava in | — 00,0[ e in |0,2/5[, mentre é convessa in
]2/5, +00[. Pertanto # = 2/5 é un punto flesso.



3. Calcolare la funzione integrale della funzione f : [0,2] — IR definita da
%™ o € [0,1]
fla) = r+1

el 19
322 10053 * b2

Svolgimento La funzione non é continua in x = 1; f non ammette
primitive, ma é integrabile in [0,2]. L’espressione della funzione inte-
grale é

/ 12t dt ,z € [0,1]
0

! r 41
2 _
2d /— Jxell,2
/o“ ) sE—tor 43 L2

Determiniamo una primitiva della funzione t?e~t. Integrando due volte
per parti si ottiene:

F(x) =

/ e tdt = —t?e P+ 2 [ te7ldt =
= 2t —otet — 2t +c
t+1

Determiniamo ora una primitiva della funzione ——————. Utiliz-
3t2 — 10t + 3
zando la decomposizione si ottiene:
t+1 1 dt 1 dt
l=— | ——dt+ - | ——=dt =
/3t2—10t+3 2/ 3t—1 2 t—-3

= —71n|3t— 1+ - ln|t—3|+c
La funzione integrale é quindi

—e (2% + 20+ 2) + 2 ;o €10,1]

e o e D imE o) -t L aeny
—= — —In(3z — —In(3—2z)—-In2 |z
e 6 2 3 ’ ’



UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PERUGIA
Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio
Prova scritta di ANALISTI MATEMATICA I
Prova del 26.09.2006

Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.

1. Stabilire il comportamento della serie

*ioln(1+3/n)'

n=1 1/n

Svolgimento

La serie é a termini positivi. Applichiamo il criterio degli infinitesimi:

In(1+3/n)
1/n

In(1+3/n)
3/n

lim P = 3lim P2 =3

se p=1/2. Quindi la serie data diverge.
2. Studiare la funzione
4dr — 1
T+ 2

e tracciarne un grafico approssimativo. (E’ richiesto lo studio degli
asintoti obliqui e della derivata seconda).

f(z)=z+1In

Svolgimento

I1 dominio della funzione é D =] — 0o, —2[U]1/4, +00|. La funzione non
presenta asintoti orizzontali, essendo:

lim f(z) = —o0,

r——00

lim f(z) = +4o0.

T—+00



Cerchiamo quindi eventuali asintoti obliqui.

lim M:1::m

r—+oo g ’

lim [f(z) —z] =In4:=q.

r—F00

L’asintoto obliquo é y = = + In4. Le rette x+ = —2 e z = 1/4 sono
asintoti verticali per la funzione essendo

lim f(x) = +o0,

r——2"

li = —00.
ol 160 = 7

L’espressione della derivata prima ¢ la seguente:

A2 + T + 7
(4o — 1) (z +2)

f'@) =
Studiamo il segno della derivata prima.

f(z) >0Vz e D.

Quindi la funzione cresce in | — 0o, —2[ e in |1/4,4o00[. L’espressione
della derivata seconda ¢
—9(8x 4+ 7)

@) = e

Studiamo il segno della derivata seconda.
() >0z < -7/8.
La funzione é convessa in | — 0o, —2[ ed é concava in |1/4, +00].

3. Calcolare la funzione integrale della funzione f : [—1,1] — IR definita da

r+5

PR e A

In(2z + 1) .z €]0,1]

2



Svolgimento

La funzione non ¢é continua in x = 0; f non ammette primitive, ma é
integrabile in [—1, 1]. L’espressione della funzione integrale é

©  t—35
—————dt 0,1
/_14t2+5t—6 @ €01
F(r) =
/0 TS +/x1 2t + )dt ,z €]1,2]
——dx n x
—1422 +5x — 6 0 ’ ’
. e . t+5 .
Determiniamo una primitiva della funzione —————. Utilizzando
4t2 4+ 5t — 6
la decomposizione si ottiene:
t+5
dt = —3 11/7& 23 11/ St =
e / 23/

= —3/111n |t+ 2| +23/441n |4t — 3| + ¢

Determiniamo ora una primitiva della funzione In(2¢t + 1). Integrando
per parti si ottiene:

dt
/1n(2t+ 1)dt = ¢In(2t + 1) — / it =

dt
— (2t + 1 —/dt / dt —
n(2t+1) t )9

=tln(2t+1)—t+1/2In[2t+ 1| +¢

La funzione integrale é quindi

—3/111n(x +2) +23/441n [4x — 3| — 23/441In 7 .z € [—1,0]
Fr) =
—3/11In2+23/44In3 — 23/44In7+ (z +1/2)In(2z + 1) — =,z €]0, 1]



UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PERUGIA
Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio, Ingegneria Edile-Architettura
Prova scritta di ANALISTI MATEMATICA I
Prova del 13.12.2006

Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.
1. Stabilire il comportamento della serie

(1 75).

= n3 + 2

Svolgimento

La serie é a segni alterni. Studiamo la convergenza assoluta. Per una
nota disuguaglianza risulta

ﬁ)S\/ﬁ

1 1 )
og( +n3—|—2 n3 + 2

La serie
Jio v
nd 4+ 2

n=1

converge; infatti per il criterio degli infinitesimi

lim \/ﬁ

n n3+

P =1<=p=5/2.

Per il criterio del confronto converge anche la serie

+o0 \/ﬁ
1 1 .
Zog( Jr77,3—1—2>

n=1

La serie assegnata converge assolutamente e quindi converge.
2. Studiare la funzione
|22 — 1

flw) = x+2



e tracciarne un grafico approssimativo. (Non é richiesto lo studio della
derivata seconda).

Svolgimento

I1 dominio della funzione é D =] — oo, —2[U] — 2, +00][. La funzione é
positiva in | — 2, +00[, é negativa in | — 0o, —2[, e si annulla per z = £1.
La funzione si scrive

21
VT €] -0, —2[U] — 2,—1] U[L, +00]
f@ =3 At
1 — a2
—, z €] -1,1]
T+ 2
La funzione presenta i due asintoti orizzontali y = —1 e y = 1, essendo:
Ap f@ =1
La retta x = —2 é un asintoto verticale per la funzione essendo
IIH%_ f(.??) = —0Q,
xil% f(x) = +o0.

L’espressione della derivata prima é la seguente:

e £l -2 -1 e
f(z) =
2+ 1

- rel—1,1]

(z +2)2V/1 — 2%’
Studiamo la derivabilita nei punti z = +1.

lim f'(z) = —o0,

r——1—



lim f'(x) = —o0,

r—1—

lim f'(z) = +oo.

z—1t

La funzione non é derivabile in tali punti e le rette z = +£1 sono le
tangenti alla funzione nei punti x = +1.
Dallo studio del segno della derivata prima si deduce che f decresce in

| —oc0—=2[,in]—2,—1[ ein | — 1/2, 1], mentre cresce in | — 1, —1/2[ e
in |1, 4o00[. Quindi i punti x = +1 sono di minimo relativo, mentre il
punto x = —1/2 é di massimo relativo.

3. Calcolare il seguente integrale definito:

¢ log®x —3
1 z(1+log”x)
Svolgimento

Determiniamo una primitiva della funzione integranda. Operando la
sostituzione log x = t I'integrale indefinito si scrive

3 —3
dt.
241
Eseguendo la divisione tra polinomi si ottiene:
t3—3 t+3
[yt = [wae— [ =
?+1 t2+1
2t 1
:t22—12/ dt—3/7dt:
/ / 2 +1 241
=1?/2 —1/2log(t* + 1) — 3arctant + ¢

Infine

¢ log’r —3 9 9 2
/ —————dxz = [1/2log” x — 1/2log(log” z + 1) — 3arctan(log x)|
1 (14 log”x)

=2—1/2logbh — 3arctan 2



UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PERUGIA
Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio, Ingegneria Edile-Architettura
Prova scritta di ANALISTI MATEMATICA I
Prova del 12.01.2007

Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.

1. Calcolare il limite della seguente successione

1
(an)n = <n arctann - log (1 + 712))

+oo
Stabilire inoltre il comportamento della serie Zan.
n=1

n

Svolgimento

Determiniamo prima il comportamento della successione.

1
arctann 108 (1 T n?)
. : —0.
n
n?

lima,, = lim
n n

Infatti il primo fattore tende a zero, essendo lim,, arctann = /2, men-
tre il secondo fattore tende a 1. La successione converge quindi a zero.
Studiamo ora il comportamento della serie, che é a termini positivi.
Applicando il criterio degli infinitesimi, si ottiene:

1
log <1 + 2)
limarctann-fn-np =r/2<—=p=1.

n
n2
La serie pertanto converge.

2. Studiare la funzione




e tracciarne un grafico approssimativo. (Non é richiesto lo studio della
derivata seconda).

Svolgimento

Il dominio della funzione é D =] — oo, 1[U]1, 3[U]3, +o0o[. La funzione
é positiva in |3, +o0o[, é negativa in | — oo, 1{U]1,3[. La funzione non
ammette intersezioni con ’asse delle ascisse, mentre interseca 1’asse
1
delle ordinate nel punto <0, —3)
e

La funzione si scrive

ez_‘lg, z € [~2, 1[U]1, 3]U]3, oo
f(l') = xﬂﬂ:l?
i.—?)’ x E] —OO,—2[

La funzione presenta I’asintoto orizzontale y = 0 essendo:
lim f(z) =0,
i f(z) = 0.

La retta x = 1 é un asintoto verticale per la funzione essendo
li =
Jm f(z) = Foo,
lim f(z) = —o0.
z—3~

Anche la retta z = 3 é un asintoto verticale per la funzione poiché

i f(2) = o
Inoltre
111{17 f(z)=0.

L’espressione della derivata prima é la seguente:

w2 —x2— 2+ 8
ez—1 @120 =3 x €] —2,1[U]1, 3]U]3, +o0]

fe = 245 10
—z—2 —X° -+ 0x —
e =172z —3)2 T €] — 00, —2]

2



Studiamo la derivabilita nel punto x = —2.

lim f'(z) = —8/75,

T——2"
. ! o
xllgrf (x) =2/75.
La funzione non ¢ derivabile in tale punto.

Dallo studio del segno della derivata prima si deduce che f decresce
in]—oo0—2[in }@’1,3[ e in |3, +oo[, mentre cresce in | —2,1[ e in

11, @_1 [. Quindi il punto z = 2 é di minimo relativo, mentre il punto

r =Y 3;”1 é di massimo relativo.

3. Determinare il valore del parametro « affinché f, : [0,2] — IR definita da:

(r — a)arctanz, x € ]0,1]

foc(x) = \/@

X

, z €]1,2]
ammetta primitive e calcolarle.

Svolgimento

Per ammettere primitive la funzione deve essere continua. Risulta
lim f,(x) =0,

mentre

Jim fu(e) = (1~ a)

Quindi f, é continua solo se & = 1. In tal caso, una primitiva é fornita
dalla funzione integrale F'(z). La sua espressione é:

/Ox(t — 1) arctant dt, x € [0,1]
F(x) =
vigt

/ (t—l)arctantdt+/ . x€]1,2]



Determiniamo una primitiva della funzione (¢ — 1)arctant, usando
I'integrazione per parti:

2

2 — 2t

dt =
2 +1

/(t — 1)arctant dt =
=2t

arctant — 1/2/

1 2t
arctant — 1/2/dt+1/2/tz+1 dt+1/2/t2+1 dt =

t* — 2t 11 1 )
= arctant — it + 5 arctant + 5 log(t“ +1) + ¢,

Viogt

con ¢ € IR. Calcoliamo ora una primitiva della funzione

Viogt 2
/ ;)g dt:§\/log3t—i—C’,

con C' € IR. L’espressione della funzione integrale é allora

2 —2x+1
2

1 1 2
510g2—§+§\/10g3x, z €]1,2]

La famiglia delle primitive é data da F(z) + k, con k € IR.

1 1
arctan x — 3%+ 3 log(z? +1), = €[0,1]
F(z) =
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Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio, Ingegneria Edile-Architettura
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Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.

1. Studiare, al variare di x € IR, il comportamento della serie

Jio:o (x+2)"n
n=1 er

Svolgimento

La serie é a termini di segno qualunque. Studiamo la serie assoluta,
applicando il criterio del rapporto.

hm ’an+1 — ‘x—i_ 2|
nay e

Pertanto la serie converge assolutamente per —e — 2 < = < e — 2.

Se x > e — 2 la serie é a termini positivi ed essendo lim,, Ot > 1
400 in
essa diverge. Se x = e — 2 la serie si scrive Zn, che é chiaramente
n=0
“+o0o
divergente. Se z = —e — 2 la serie si scrive » (—1)"n, che é una serie

a segni alterni non convergente. Infine, se x < —e — 2 la serie si pué
+0o0 | n
x + 2|
: n
scrivere Y (—1) o
. . TL:O .
Leibnitz la serie non converge.

n. Poiché lim,, a,, = 400, per il criterio di

2. Studiare la funzione

Vii+x—6

flz)=log|1+e @



e tracciarne un grafico approssimativo. (Non é richiesto lo studio della
derivata seconda). Determinare inoltre I’estremo inferiore e superiore
di f e dire se essi sono rispettivamente minimo assoluto e massimo
assoluto.

Svolgimento

Il dominio della funzione é D =] — 0o, —3] U [2, +o0o[. La funzione é
strettamente positiva nel suo dominio e non ammette intersezioni con
I’asse delle ordinate.

La funzione presenta gli asintoti orizzontali y = log(1+e€) e y = log(1+
1/e) essendo:

i f(z) = log(1+ 1/e),

lim f(z)=log(1+e).

T—+00

L’espressione della derivata prima é la seguente:

\/x2+x—6
f,<.’ll') _ € z ) 12—z
oY= 202l o — 6
Studiamo la derivabilitd nei punti z = —3 e x = 2.

lim f'(z) = 4o0,

T——3"

T
xli%i f'(z) = +o0.

La funzione non é derivabile in tali punti.
Dallo studio del segno della derivata prima si deduce che f cresce in
| — o0 — 3] e in |2,12[, mentre decresce in |12, +oo[. Quindi il punto
x = 12 é di massimo relativo.
Risulta infine

max f(z) = log(1+ ¢*%),

;g;f(a:) =log(1+ 1/e).



3. Calcolare il seguente integrale definito
/4
/ I
0o sin2z+1

Svolgimento

Determiniamo una primitiva, risolvendo 'integrale indefinito. Operando

1
la sostituzione tan x = ¢, da cui si ottiene sin 2x = edr = ,
2 1+t
si perviene all’integrale
/ L
242t +1
Calcoliamo tale integrale.
2t + 2
/ B / dt — / =
t2+2t+1 T2 t2+2t+1 2+ 2t+1
1
= _log|t* + 2t + 1| + ——
5 og |t +2t+ 1|+ +1~|—c
Quindi
i tanx 1 I 1
————— dr = |=log(t 1) } =log2 — —.
/o sin2x + 1 v 20g(ana:+ ) +tanx—|—10 8 2




UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PERUGIA
Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio, Ingegneria Edile-Architettura
Prova scritta di ANALISTI MATEMATICA I
Prova del 04.07.2007

Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.

1. Stabilire, al variare di x € IR, il comportamento della serie

+o0 3
Z e +$/2.
n=1

Determinare infine la somma della serie per i valori di x per i quali essa
converge.

Svolgimento

La serie é a termini positivi e geometrica: infatti pud essere cosi scritta:

“+oo

em/2 Z(emS)n

n=1

. . , 3 .
la cui ragione é e¢* . Pertanto essa converge se x < 0, mentre diverge
per x > 0. La somma della serie, per x < 0, é data da:

CUS X
g L e
1 — e 1— e’
2. Studiare la funzione ( o
r—3)vr—1
f(z) =

x
e tracciarne un grafico approssimativo. (Non é richiesto lo studio della
derivata seconda).

Svolgimento

Il dominio della funzione é D =|—o00, 0[U]0, +00|. La funzione é positiva
ne gli intervalli |0, 1] e |3, 400[ e si annulla per x =1 e x = 3.
La funzione non ammette asintoti orizzontali essendo:

1



lim f(x) = +4o0.

T——+00

La retta £ = 0 é un asintoto verticale essendo
:cli>r(r)1+ f([E) - +OO’

lim f(x) = —o0.

z—0~

L’espressione della derivata prima ¢ la seguente:

22 + 62 —
) = +6 9

322/ (x — 1)2.
La funzione non ¢ derivabile in x = 0; infatti

lim f'(x) = —o0.

z—0

Dallo studio del segno della derivata prima si deduce che f cresce in
] —00, —3—3v/2[ e in | —3+3v/2, +-00[, mentre decresce in | —3—3+/2,0]
e in |0, —3+3+/2[. Quindi il punto x = —3—3+/2 é di massimo relativo,
mentre il punto r = -3 + 3v/2 é di minimo relativo.

3. Calcolare il seguente integrale definito:

w/3
/ cos x log(1 + sin x)dx.
/6

Svolgimento

Operando la sostituzione sin x = ¢ si perviene all’integrale

V3/2
/ log(t + 1) dt,
1/2

che puo essere facilmente calcolato per parti:

\/3/2 \/52 \/?:/2 t
log(t + 1) dt = [tlog(t + 1)V —/ — dt=
/1/2 o(t +1) di = [tlog(t + D"~ | 7

= [tlog(t + 1) —t + log(t + 1)]1//32/2 =

V3 V3 3. 3 3 1
= (X2 1) 1og (X2 +1) — Zlog 2 — 2 4 2
<2+ %\ ) T2 %372



UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PERUGIA
Facolta di Ingegneria - C.L. Ambiente e Territorio, Ingegneria Edile-Architettura
Prova scritta di ANALISTI MATEMATICA I
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Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.
1. Studiare, al variare di x € IR, il comportamento della serie

+o0 n+2

nzz:o <n+ 1)n (o =)™

Soluzione

La serie é a termini positivi. Applichiamo il criterio della radice:

lim \/("“L Q)n (= 1) = (2 - 1)

n n—+1

Pertanto la serie converge assolutamente per —e — 2 < = < e — 2.
Quindi la serie converge se 0 < x < 2 e diverge se x < 0V z > 2. Se

x =0V x = 2 la serie si scrive Jio(z 1 i)n, che ¢é divergente essendo
lima, = e. "
2. Studiare la funzione .
e —1
-3 2

e tracciarne un grafico approssimativo (non é richiesto lo studio della
derivata seconda). Determinare, inoltre, se esistono, il massimo e il
minimo assoluti.

Soluzione

Il dominio della funzione é D = [—1, 1]U|3, +00|. La funzione é positiva
in |3, +o0[, negativa in [—1,1]; f non ammette intersezioni con l’asse



delle z, mentre f(0) = \/g — 2. Inoltre f(+1) = —2.

La funzione non presenta asintoti orizzontali essendo:

lim f(x) = +oc.

T—+00

Non vi sono asintoti obliqui essendo

lim M = 0.

r—+o00

La retta x = 3 ¢é asintoto verticale poiché

EIE% f(z) = +oo.

L’espressione della derivata prima é la seguente:

2 — 62+ 1
fi(z) = :
2(x — 3)2\/%
Studiamo la derivabilita nei punti z = —1 e x = 1.

lim f'(z) = 400,

z——11
111{17 f'(z) = +o0.

La funzione non é derivabile in tali punti.

Dallo studio del segno della derivata prima si deduce che f cresce in

] — 1,3 —2v/2[ e in |3 4+ 2¢/2, +oc[, mentre decresce in |3 — 2v/2, 1] e
in ]2,3 4+ 2v/2[. Quindi il punto z = 3 — 2y/2 é di massimo relativo,
mentre il punto x = 3 + 24/2 é di minimo relativo.

3. Calcolare il seguente integrale definito
w/2 1
o l-+sinz

Soluzione



2t

Operando la sostituzione tan § = ¢, da cui si ottiene sinz = e e
2
dx = ——, si perviene all’integrale
1+ P &

2 ' 1N 2d 2 L 1
t 2dt=-2|—| =1.
/0(+) [t—i—l}o
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Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.

1. Stabilire il comportamento della serie
+o0

1
Zn<1—cosnen+l>.

n=1

2. Stabilire il segno e il numero delle soluzioni dell’equazione

x_3:4—a:.
2

log
x p—

3. Determinare il valore di « € IR affinché la funzione f, : [-7/2,1/2] — IR

definita da )
Sl:f va, ze[-m/2,0]
folr) = 5
Tz —
et z €]0,1/2]

ammetta primitive e calcolarle.



Soluzioni della prova scritta di Analisi Matematica 1
c.l. Ambiente e Territorio, Ingegneria Edile-Architettura
Appello del 28. 09. 2007

Soluzione del primo esercizio.
La serie é a termini positivi. Applichiamo il criterio degli infinitesimi.

1 —cos—ier nP!
lima, - n? = lim e 5 =0 Vp>1.
n n N S e2n+2
n262n+2

Pertanto la serie converge.

Soluzione del secondo esercizio

Poniamo f(z) = log =3 e g(x) = 4—x. Cerchiamo le intersezioni tra i grafici
delle due funzioni. La funzione g é una retta passante per i punti (0,4) e
(4,0). Studiamo ora la funzione f. Il suo dominio é D =] — oo, 2[U]3, +o0|.
La funzione é positiva in | — 0o, 2[ ed é negativa in |3, +oo[. L’asse delle = é
un asintoto orizzontale, essendo limy_, 1 f(z) = 0, mentre le rette x = 2 e
x = 3 sono asintoti verticali, essendo lim,_,»- f(x) = +o0 e lim,_ 3+ f(z) =
—o00. L’espressione della derivata prima é la seguente:

1
) —
=5
La funzione cresce in | — 00, 2[ e in |3, +0o0[.

Dalla lettura del grafico si deduce che 'equazione ammette due soluzioni
entrambe positive.

Soluzione del terzo esercizio
La funzione é continua in x = 0 solo se o« = 3.
Sia x € [—m/2,0]. Utilizzando due volte I'integrazione per parti si ottiene

T

3 1 1
F(x) = / (e tsint + 3)dt = 3z + -7 — —e “(cosz + sinz) — =™/,
/2 2" 79 2

Sia ora z €]0,1/2]. Utilizzando la decomposizione si ottiene

0 Tt 3
F(z)= / (e tsint + 3)dt + / ——dt =
—7/2 0 t2—1



1 1 3 1
5(37’( —1-— 6771—/2) + §log(1 — 132) + ilogf_—‘_m
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Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.

1. Studiare il comportamento delle serie
> 3
log(2 — cos —),
n; g =)
precisando, preliminarmente, il segno del termine generale.

2. Studiare la funzione

f(x) = Va? —a?,

precisando in particolare 'insieme dei punti ove f e derivabile, i punti
di massimo e minimo relativo, di flesso, gli intervalli di crescenza o
decrescenza. Tracciare poi un grafico approssimativo. (Non é richiesto
lo studio della derivata seconda).

3. Determinare I'insieme delle primitive della funzione
1

f(x)zm,

nell'intervallo [1/2, 2]. Determinare infine laprimitiva che assume il val-
ore 1 nel punto z¢y = 1.



Soluzioni della prova scritta di Analisi Matematica 1
c.l. Ambiente e Territorio, Ingegneria Edile-Architettura
Appello del 12. 12. 2007

Soluzione del primo esercizio.
La serie ¢ a termini positivi. Usando alcuni limiti notevoli e il criterio degli
infinitesimi con p = 2, otteniamo

ngr}raoo n?log(2 — cos(3/n)) = nEIfOO n?log(1 + (1 — cos(3/n)))
olog(1 + (1 — cos(3/n)))

= T sy (L eos(3/n)
_ 9 lim 1 —cos(3/n) _9)2.

2n—too  (3/n)2
Pertanto la serie converge.

Soluzione del secondo esercizio
La funzione puo essere scritta

flz) = |z|V1 -z

da cui si vede subito che il dominio ¢ dato dall'insieme D =] — o0, 1]. La
funzione € non negativa e si annulla nei punti z = 0 e = 1. Pertanto tali
punti sono punti di minimo assoluto. Inoltre, per la continuita a sinistra
di f nel punto z = 1, si ha subito lim,_,;- f(z) = 0. Non ci sono quindi
asintoti verticali. Essendo

lim f(z)= lim —zv1-2=—oc0,

Tr——00

non ci sono neanche asintoti orizzontali. Infine

T
lim & = lim —v1—2=—o00,
r——00 I r——00
e quindi non ci sono neppure asintoti obliqui. La f interseca 1’asse delle
y nell’origine e ’asse delle z ancora nell’origine e nel punto x = 1.
Calcoliamo ora la derivata prima. Intanto osserviamo che

I B VA S z <0
flz) = V1 — 1z, x>0



Controlliamo subito la derivabilitd in £ = 0 e la derivabilita sinistra in
z=1. Per x =0 si ha

lim L& =FO _ —V1—z=-1,

z—0~ xT z—0~

mentre

lim L& =0 _ Vi—z =1,

z—07t x z—0+
e quindi la f non & derivabile in x = 0. Per z =1 si ha
fl@) — f(1) V1l —x

lim = lim — = -
r—1— r—1 z—1- x—1

)

e quindi f non e derivabile in z = 1 e la semiretta tangente a sinistra nel
punto x = 1 ¢ parallela all’asse y.
Calcoliamo ora la derivata negli altri punti, Se x < 0, si ha:

() = 20— 3z  2-3z
/23 211’

da cui si ricava facilmente che risulta f/'(z) < 0 per ogni z < 0, e pertanto
la f & decrescente per x < 0. Se invece 0 < x < 1 allora risulta

, 2 -3z
e tale derivata si annulla in x = 2/3, & positiva se 0 < z < 2/3 ed & negativa
per 2/3 < z < 1. Dunque f & cresente per 0 < x < 2/3 ed ¢ decrescente
per 2/3 < x < 1. Il punto x = 2/3 & quindi un massimo relativo. Si ha
f(2/3) = 21/3/9. Infine, per lo studente volenteroso: & facile rendersi conto
che la f & convessa per z < 0 e concava per z € [0, 1].

Soluzione del terzo esercizio
La funzione ¢ continua nell’intervallo [1/2,1] quindi ammette primitive in
tale intervallo. Posto logx = t si ha subito:

1 / 1
[ v [
s VTP

Siccome per x = 1 otteniamo arcsin(log1) + ¢ = ¢ dovra essere ¢ = 1. La
primitiva richiesta e data allora dalla

dx = = arcsint+c = arcsin(log z)+c, = € [1/2,2].

P(x) = arcsin(log x) + 1.
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