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Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.

1. Studiare 'esattezza della forma differenziale lineare
w(z,y,2) =V +3dr —logydy + cos(2z) dz,

nel suo dominio di definizione e nel caso di esattezza determinare la fa-
miglia delle primitive. Calcolare infine l'integrale curvilineo di w lungo
la circonferenza, contenuta nel piano (x,y), di centro (1,2) e raggio 1.

2. Determinare il flusso del campo vettoriale Q(z,y) = (22%y, 2xy?) uscente
dalla porzione D di corona circolare contenuta nel primo quadrante e
delimitata dalle circonferenze di centro 1’origine e raggi 1 e 2 orientata
positivamente.

3. Determinare l'integrale generale dell’equazione differenziale
(1 —a2)y" — 22y +2y =0

sull’intervallo ]0, 1[. Trovare infine, se esistono, tutte le soluzioni y(x)
per le quali si ha
lim y(z) = 0.

z—0t

(Suggerimento: per I'integrale generale, si trovi prima per tentativi una
soluzione u; non nulla nell'intervallo considerato)



Svolgimento

1. Poniamo X(z,y,2) = Vo +3, Y(z,y,2) = —logy, Z(x,y,z) = cos(2z).
La forma differenziale é definita in D =] — 3, +00[%]0, +00[x IR che é
un insieme convesso dello spazio. Pertanto per studiare 1’esattezza sara
sufficiente studiare la chiusura. Banalmente, si ha:

OX _oy _ox _oz _ov oz _
oy dx 0z Oxr 9z Oy
pertanto la forma é chiusa e quindi esatta in D.

Determiniamo ora le primitive. Se F'(z,y,z) é un potenziale, dovrd
essere

aaf(ﬂ?a y,2) = Z(x,y,z) = cos(2z),

da cui ]
Pla,y,2) = [ Z(,y,2)dz = 5 sin(22) + €(w,)

Per determinare la funzione £(z,y) imponiamo le altre condizioni F, =

X, F, =Y. 5i ha:

OF o¢ —
%([L’,y,Z) - %(xvy) =V 37

da cui si ha 5
§(r,y) = (@43 + g(y).

Inoltre,
F
gy(% y,z) = g'(y) = —logy,

da cui g(y) = —ylogy + y + c. L’integrale generale é allora dato da:

1 2 3/2

F(z,y,2) = 5sin(22) + 5 (2 + 37" —ylogy +y +c.

La circonferenza assegnata é tutta immersa in D e quindi, essendo una
curva chiusa, 'integrale é nullo.



2. Per calcolare il flusso di €2 é conveniente utilizzare il teorema della diver-
genza. Si ha div() = 8xy, e quindi

/2 2
Flusso() = // 8xydxdy :/ cos 0 sin QdH/ 8p>dp
D 0 1
2

1 [m/2 2
= = / sin(20)d6 / ApPdp = [,,4} 15,
2 Jo 1 1

3. Si vede facilmente che la funzione u;(x) = x é una soluzione non nulla
in ]0, 1[. Per determinare un’altra soluzione linearmente indipendente,
utilizziamo la nota formula integrale, che nel nostro caso é data dalla:

2x

ug(z) = x/wd:p = x/la(ldx

x? 1 —2?)

Si ha allora:

ua () :x/<2(11—x) * 2(11+x))dx_1: glongi) —b

L’integrale generale é allora dato da (x €]0,1[):

T 1+
- . —1).
y(@) C”HCQ(Q Og(1 —x> >

Infine per trovare lee soluzioni che tendono a zero per x — 07 si ha:

I =_
S () = e

e quindi dobbiamo assumere ¢, = 0. Le soluzioni sono allora date da
y(x) = cx, con ¢ costante arbitraria.



