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Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.
1. Risolvere il problema di Cauchy
z*y" + 3xy — 3y = 2 log x,
con i dati iniziali y(1) = ¢/(1) = 1.

2. Calcolare l'integrale curvilineo
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lungo la curva di equazione ¢(t) = (1 +sint, cost +sint, 1 + cost) con

tel0,7/2].

3. Data la funzione
flzy) = (y — %) (y — 227),

determinare i punti critici e studiarne la natura.



Svolgimento

1. Si tratta di una equazione di Eulero completa. L’equazione omogenea as-

sociata possiede le soluzioni indipendenti (x > 0): ui(x) =z, wug(z) =
x73. L’integrale generale dell’equazione omogenea risulta quindi

y(x) = cru () + coua(x), x> 0.

Il determinante della matrice wronskiana delle soluzioni uy, ug é detW (z) =
—4273. Pertanto una soluzione particolare dell’equazione completa é del
tipo

Y(x) = vi(@)ui(z) + va(z)uz (),

dove, utilizzando le note formule,
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Quindi,
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L’integrale generale dell’equazione assegnata ¢é allora
_ x? 62
Y(2) = o+ x> + glogx ~ 55
Sostituendo ora i dati iniziali si ricava ¢; = 5/4 e ¢o = —1/100. La
soluzione richiesta ¢ allora
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modo piu semplice per il calcolo dell’integrale I é osservare intanto
che il campo vettoriale da integrare é chiuso nell’insieme convesso A =
{(z,y,2) : x € R,y > 0,z > 0}. Siccome la curva assegnata ¢é tutta
immersa in A, é sufficiente determinare un potenziale della forma dif-
ferenziale associata ed applicare la formula fondamentale del calcolo
integrale. Una famiglia di potenziali é data da:

F(z,y,2) = /(i +y’z)dr + E(y, 2) = g + y*zm + £(y, 2).
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Per determinare la funzione ¢ dalla uguaglianza F{,(a:, y,2z) = 2zyz +
z/y?® ricaviamo & (y,z) = z/y* da cui si ha £(y,2) = —z/y + n(=2).
Infine, dalla uguaglianza F!(x,y,2) = zy* — (z/2%) — (1/y) otteniamo
n'(z) = 0, da cui n(z) = k, con k costante. Quindi la famiglia dei
potenziali é data da:

F(x,y,z)z:nsz—l—g—E—i-k:.
2y

Ora la curva ha come punto iniziale, per ¢t = 0, il punto (1, 1,2) e come
punto finale, per ¢t = 7/2, il punto (2,1,1). Il valore dell'integrale é
allora I = F(2,1,1) — F(1,1,2) = 5/2.

3. La funzione é di classe C! e le sue derivate parziali sono date da

gi:(x,y) = —6xy + 82°, gg(x,y) =2y — 322

Pertanto il sistema V f(z,y) = (0,0) ammette I'unica soluzione I’origine.
Considerando che I"'Hessiano si annulla in (0, 0), lo studio della natura
del punto critico si effettua direttamente con lo studio del segno. La
funzione risultera negativa nella parte di piano compresa tra le due
parabole y = z% e y = 222, mentre altrove é positiva. Siccome f(0,0) =
0 e ogni intorno dell’origine contiene punti che appartengono alla re-
gione compresa tra le due parabole, il punto risultera di sella.



