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Chapter 1

Serie di Fourier

1.1 Sistemi ortogonali in L*(I), I C IR

Sia I C IR un generico intervallo che pud essere anche non limitato. Sia
f I — € una funzione misurabile (secondo Lebesgue) in I (cioé posto
f = u+iv, le funzioni u, v sono misurabili in I). Diremo che f é integrabile
secondo Lebesgue in I se lo é la funzione reale | f |= (u? 4+ v?)!/2. Dato che
|u|<| f|,and | v |<| f |, se f é integrabile in I, lo sono anche u e v. Con
L3(I) indicheremo lo spazio di tutte le funzioni misurabili f : I — C' tali
che | f|?€ L'(I). Come al solito noi penseremo gli elementi di L?(I) come a
classi di equivalenza rispetto alla relazione di uguaglianza quasi ovunque. In
tal modo f = g in L?(I) significa f(z) = g(z) quasi ovunque in I. Usando
la disuguaglianza di Holder con p = ¢ = 2, otteniamo che f-g € L'(I)
ogniqualvolta f,g € L*(I) e si ha:

[rastars [ f1rpa[f1opa (1

relazione che sinteticamente scriveremo || fg [[1<|| fll2 - || 9 |l2-
Il funzionale <, >: L*(I) x L*(I) — C' definito dalla:

< f.g>= [ f@)gl@)dz, f.9 € L2(1), (12)

é allora ben definito e si chiama prodotto scalare o prodotto interno in L*(I).
Dalla (2) é facile vedere che < f, f >'/2 é un numero reale non negativo e
coincide con|| f 2.



La proposizione seguente mette in evidenza alcune proprietd fondamentali
del prodotto scalare.

Proposizione 1 Se f,g,h € L*(I),a, 3 € C, sussistono le sequenti proprie-
td:

(i) <g.f>=<fg>
(i) <af+p0g,h>=a< f,h>+8<g,h>

Dimostrazione. (i) Osserviamo anzitutto che se f : I — C' ¢ una funzione
integrabile, si ha:

Re/lf(x)dx - /IRef(x)dx, Im/lf(x)dx - /I]mf(x)dx.
Allora si ha:
<9 f>=Re<gf>=ilm<g.f>= [{Re(g]) —iIm(g])}da
:Aﬁmzzymz<ﬁy»

La (ii) segue dalla proprietd di linearita dellintegrale di Lebesgue.

Corollario 1 Se f,g,h € L*(I),a,3 € C si ha:
<haf+pg>=a<h,f>+3<h,g>.

Dimostrazione. Usando la (i) e la (ii) si ha:

<haf+pBg>=<af+p0gh>=a<fh>+<g,h>
=a<h f>+B<hg>.

Sia. N = {¢}r,k = 0,..., un insieme numerabile di funzioni in
L*(I) tale che :

< Py Om >= 0,1 # M, < On,0n >= |lonll> >0,n=0,1,.... (1.3)

Diremo che N é un insieme di funzioni ortogonale in L*(I). Diremo poi
che N é ortonormale se oltre alle (3) risulta anche [|¢,|l2 = 1, per ogni
n=0,1....

E facile verificare che se N é ortogonale allora per ogni fissato n, {o, @1, - - -, ©n}
¢ linearmente indipendente. Infatti supponiamo che c,, ..., ¢, siano costanti
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complesse tali che 377 c;p; = 0, per quasi ogni x € I. Allora per ogni
k=0,...,n siha:

n n
0=< ZCjSDj,SDk >= ch < Q5,0 >= CkH(PH%’
j=0 J=0

da cui essendo [|ggll2 > 0 segue ¢ = 0.
Sia S = {e,, €1,€2,...} C L*(I) un insieme tale che per ogni fissato

n  linsieme S, = {e,,e1,...,e,} ¢é linearmente indipendente . E allora
possibile costruire un insieme N ortonormale, N = {¢,, ¢1,...} tale che per
ogni fissato n, N, = {©o, 1, --,9n} € Sn generano lo stesso sottospazio di

L3(I). Tl procedimento, noto come processo di ortonormalizzazione di Gram-
Schmidt consiste nel costruire {¢,, ¢1,...} ponendo successivamente:

k—1
e er — 2520 < €k P > P
@0: HGOH ) (pk: || . ];:771 ] ] P - 172,--. (14)
oll2 €k =0 < €k, Pj > 903||2
Osserviamo che le funzioni ¢, k = 0,1,..., sono ben definite a causa della
lineare indipendenza del sistema {e,,ei,...,e,}, per ogni n € IN. Inoltre

non ¢ difficile provare che {¢,, p1,...} ¢ ortonormale in L*(I).

ESEMPI

(a) Consideriamo lo spazio L?[—1,1] ed il sottoinsieme S = {e,, e;,...} con
en(z) =2", n=20,1,... . Il principio di identita dei polinomi implica
che ogni sottoinsieme finito di S é linearmente indipendente. Ortogo-
nalizzando in L?[—1,1] linsieme S otteniamo un insieme ortonormale
N = {®o, 1,...} 1 cui elementi sono polinomi detti polinomi di Le-
gendre. Otteniamo per esempio o, = v/2/2, 01 = (v/3/2) =, etc...

Si pu6 dimostrare che i polinomi di Legendre possono essere ottenuti
con la formula di Rodrigues :
1 d

- an!%(m2_ 1)n> n=20,1,.... (1.5)

||‘:0n||2‘;0n(x)

L’espressione (5) pué essere ottenuta cercando le soluzioni polinomiali
dell’equazione differenziale di Legendre :

(1—a2*)y" — 22y +k(k+1)y=0, k€ IN



(b) Consideriamo lo spazio L*(IR) ed il sottoinsieme S = {e,, e1,...} con
en(x) = zme~"/2 p = 0,1,.... E facile mostrare che ogni sottoin-
sieme finito di S ¢ linearmente indipendente. Ortogonalizzando in
L*(IR) Tinsieme S, otteniamo un insieme ortonormale N i cui ele-
menti sono detti funzioni di Hermite.

(c) Ortogonalizzando in L?[0, +oo[ Dinsieme S = {e,, ey, ...} delle funzioni
en(x) = 2"e™", si ottengono le funzioni di Laguerre.

(d) Nello spazio L*[—, 7] il sistema N = {p,, 1,...}, con

@o(l‘) = 1/\/%7 9027171(3:) = COS\/;‘T’ @Qn(m) = Sin\/:—ix? (16>

per n € IN é un sistema ortonormale in L*[—7, 7] detto sistema
trigonometrico reale.

Un sistema ortonormale di funzioni a valori in C' equivalente a (6) é
dato dall’insieme {%}nez, detto sistema trigonometrico complesso.
Lo studio del sistema trigonometrico occupera gran parte di questo
capitolo, perché é alla base della teoria delle Serie di Fourier.

1.2 Il problema della migliore approssimazione

Sia N = {®,, ¢1,...} un sistema ortonormale in L*(I) esia f: I — C' una
funzione in L%*(I). Posto V" = {v,(z) = S}_qarpr(x),qox € I : a; €
C,k=0,1,...,n}, il sottospazio generato da {®,, ¥1,-..,¢x}, il problema
consiste nel minimizzare || f —v,||o al variare di v,, € V" cioé al variare della
(n+1)— upla (ay, a1, ...,a,) € C*Y. Se esiste un'unica v, € V" tale che

miny,eve|| [ = vnlla = [If = vall2

allora v,, é detto la proiezione di f su V™.

E ovvio che se f € V™ allora v, = f minimizza ||f — v,|]s in V" e che
ming, cve || f — vnll2 = 0.

Il teorema seguente mostra che per ogni f € L?*(I) esiste un’unica v, €
V™ tale che || f — 0, |l = min,, cynl|| f —vall2 cioé ogni f € L*(I) possiede la
proiezione sul sottospazio V". Tale proiezione é detta combinazione lineare
di migliore approssimazione ad f in V™.



Teorema 1 Siano N = {@,, ¢1,...} un sistema ortonormale in L*(I) ed
f € L*(I). Posto per ogni k € IN, fi, =< f,or > e, per ognin € IN,

@) = 3 Juarla), wal) = 3 (o),

risulta:

1f = snll2 < [1f = vall2 (1.7)

per ognin € IN, ed il segno di uguaglianza sussiste se e solo se ap = fk, per
ogni k =0,1,....

Dimostrazione. Sitratta di provare che min,, cyn|f—uvnl|l2 = || f—$nll2 cioé
che la funzione delle (n 4+ 1)— variabili complesse {a,,a1,...,a,} definita
dalla F(ao, a1, ...,an) = ||f — Xk—g arpklls ammette minimo assoluto e che
tale minimo é assunto solo in (f,, f1,..., fn)-

Risulta anzitutto:

”f_Uan :<f_vn7f_vn>
=< fif>—<fio,>—=—<wv,, f>+<uv,,v, >
=[If5— < fovn > =< fovn >+ |Joa]l3-

Applicando ora la proposizione 1 e il corollario 1, otteniamo
n n n
2 — 2
vnll3 =< Vny v >= D) ax@y < o, 05 >= Y |ax]
k=0

k=0 j=0

mentre < f,v, >= Y1 (ar < f,pr >= > j_oarfr. Pertanto:

n n

f = walls = FIE = Do awfs — X anfu + Y laxf?
k=0

k=0 k=0

= 2= AP+ Y~ f)@— fi) (18)
k=0 k=0

= [Ifl5->_ | ful? + > ar — il
k=0 k=0

Da questo segue che il minimo assoluto esiste ed é assunto se a, = f, per
ogni k=0,1,...,n.



I coefficienti fk =< f,or >,k =0,1,2,..., che realizzano le migliori
approssimazioni di f al sottospazio V" , per ogni n, si chiamano coefficienti
di Fourier di f rispetto al sistema ortonormale N e la serie di funzioni
Yo fkgpk(x), definita quasi ovunque, é detta Serie di Fourier relativa ad
N. La notazione f(z) ~ X2, fewr(z), significa che la serie a destra ¢ la
serie di Fourier associata ad f € L?(I) rispetto ad N e non implica alcuna
proprieta di convergenza.

ESEMPIO Se N é il sistema trigonometrico reale (esempio d del par.1)
la serie

;fc(()) + i(fc(k:) coskx + f,(k) sin kx)
k=1

dove f.(k), fs(k), sono definiti dalle

fo(k) :1/7r flx)coskadr, k=0,1,2,..., f,(k) = ! /7r f(z)sinkzdz, k=1,2,...

T J—7 T J—7

¢ la serie trigonometrica di Fourier generata da f o semplicemente la serie
di Fourier di f.

1.3 Proprieta principali dei coefficienti di Fourier

Sussiste il seguente teorema:

Teorema 2 (Disuguaglianza di Bessel) Siano N = {¢,, ¢1,...} un sistema
ortonormale in L*(I), f € L*(I). Allora

S < D13 (1.9)
k=0
Nella (9) vale il segno di uguaglianza se e solo se risulta:

lim Hf — SkH2 = O,
k—o00

dove le funzioni s, sono le somme parziali della serie di Fourier di f relativa
ad N.

Dimostrazione Se nella (8) poniamo ay = fi otteniamo:
n
LAIE = D21l = IS = sall2 > 0,
k=0
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per ogni n € IV e quindi la (9) segue immediatamente. Ancora con la
sostituzione ay = f; nella (8) otteniamo:

n
1f = sullz = 1F12 = > 1/l
k=0

da cui segue ’asserto.
La relazione (9) nel caso dell'uguaglianza é detta identitd di Parseval.

Corollario 2 Per ogni f GALQ(I) e per ogni sistema ortonormale N =
{00, 1, .-}, la serie 302, | fr|? € convergente e quindi limy_.o, fi, = 0.

ESEMPIO Se N ¢ il sistema trigonometrico reale in L?[—, 7] si ottiene

s s
lim f(z) coskrdr = lim f(z) sinkxdx = 0.
k—oo J 1 k—oo J 1
Il seguente risultato dovuto a Riesz e Fischer stabilisce un inverso del
teorema precedente.

Teorema 3 Sia {c,}nen, una successione di numeri complessi tale che
SRl < oo e sia N = {p,,01,02,...} un sistema ortonormale in
L*(I). Esiste una funzione f € L*(I) tale che ¢ = fi =< f,on >,k =
0,1,2,....

Dimostrazione Posto s,, = >7)_, crpr, siha

m m
||Sn_8m||% =<Sp = Sm,Sp — Sm > = Z Z Ckcij<gok)goj>
k=n+1j=n+1
m

= > lal
k=n+1

Dalla convergenza della serie 372 |c|?, segue che per ogni ¢ > 0 esiste
un 7 tale che per ogni n,m > 7, ||s, — s,,||3 < e. La successione {s,} é
allora di Cauchy e siccome L?*(I) ¢é completo, esiste f € L*(I) tale che
lim, o0 || f — snll2 = 0. Resta da provare che f, = ¢;. A tale scopo siano
n,k conn > k. Usando 'ortonormalita di N é facile vedere che < s,,, p >=
¢, e quindi usando la disuguaglianza di Holder, si ha:

‘Clc_fk’ = | <sppr>—<fope>|=|<sn—f,0r>|
< erll2llsn = fll2-

9



Passando al limite per n — oo otteniamo |¢, — fi| = 0, cioé Dasserto per
larbitrarieta di k.
OSSERVAZIONE La funzione f € L?(I) la cui esistenza ¢é assicurata dal

teorema di Riesz-Fischer é tale che
OO A
2 2
1113 = | fl”
k=0

Questa é una diretta conseguenza del teorema 2.

Sia N = {¢,,¢1,...} un sistema ortonormale in L*(I). Se per ogni
f € L*(I) sussiste I'identita di Parseval, diremo che N é un sistema completo
o una base in L*(I). In tal caso, per il teorema 2, ogni f € L*(I) é limite
in L?(I) della successione delle somme parziali

T) = Zn: frpn(x), wel
k=0

e viceversa. Se N ¢ un sistema completo, scriveremo allora
Sl A
T) =) Z frpr(z)
k=0

per denotare lim, . || f — sull2 = 0.
ESEMPIO 11 sistema trigonometrico in forma reale o complessa é com-
pleto in L?([—,7]). Questo sard provato in parte dopo il teorema di Fejer.

1.4 Il sistema trigonometrico. La trasformata
discreta di Fourier

Consideriamo lo spazio L?*[—m, 7] ed il sistema trigonometrico

R T

La corrispondente serie di Fourier di f € L*[—7, 7] si scrive allora

0

J~ *fc Z ) cos kx + fo(k) sin kz),
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Fulk) = 1/” F(@)coskadr, k=0,1,.... fu(k) = i/:;f(x)sinkxdx,k: 1,2,...

T J—7

Se scriviamo la serie di Fourier di f rispetto al sistema (trigonometrico)
complesso N = {\/%em”}ne 7z, otteniamo

+oo
fd fe™,
dove i coefficienti fk sono dati dalle formule:
~ 1 ™ .
fe = 2—/ f(x)e ™ dz, k€ Z. (1.10)
T J—m

In generale una generica serie trigonometrica a coefficienti reali {ay }, {bx}, definita
dalla:

1 o0
—a,+ Y _(aycos kx + by sin kz) (1.11)

2 k=1

pud essere scritta nella forma complessa (almeno formalmente) usando le
formule di Eulero:

1, . . 1 .
cos kr = i(e’k‘” +e kY sinkx = ?(e”“‘ — ety
i

e ponendo a_; = ay, b_p = —by, b, =0, ¢, = @, keZ.
Con queste posizioni, otteniamo la serie:

+o00 ]
> e (1.12)
k=—00

le cui somme parziali si scrivono s, (z) = S7_ . cpet®.
Viceversa dalla (12) si pud ottenere la (10) ponendo

ar = Cx + C_g, ]{3:0,1,2,..., bk:i(ck—c_k), k=1,27

Queste posizioni giustificano la forma di i nella (10). R
Ora osserviamo che i coefficienti f.(k), fs(k), £ =0,1,2,... e fy, k €
Z, hanno senso anche se f € L'([—,7]); infatti, per esempio,| f(x) cos kz| <
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|f(x)|, quasi ovunque in [—7,7]. Cosi ad ogni f € L'([—n,7]) pud essere
associata la serie di Fourier rispetto al sistema trigonometrico (reale o com-
plesso).

Se f e LY([—m,7]), la successione {fi}lrez si chiama trasformata discreta
di Fourier di f. La serie di Fourier di f in forma complessa:

o0
fo Y frete (1.13)
k=—00
puo essere vista almeno formalmente, come una formula di inversione della
trasformata discreta di Fourier; una formula cioé che consenta di ricostruire
la f a partire dala successione { fk} Il problema della ricostruzione di
f a partire dai coefficienti fk é di grande importanza nelle applicazioni,
specie nella teoria dei segnali. Percié dovremo occuparci dello studio della
convergenza delle serie di Fourier.

Se ad esempio sapessimo che 37 __|fy| < 400, allora la serie (13)
convergerebbe uniformemente ad una funzione g continua e periodica di
periodo 27 in [—m,7]. Ma questo non risolve ancora il nostro problema.
Dopo il teorema di Fejer proveremo che, nelle ipotesi dette, f = g q.o. in
[—7, 7).

Per il momento limitiamoci ad elencare alcune semplici proprietd della
trasformata discreta di Fourier.

Proposizione 2 Se f,g € L'([—m,7|) si hanno le sequenti proprietd:
(i) Posto, per ogni h € R, m,f(x) = f(x + h), siha (7;17);€ = ¢tk f, .

(ii) Posto g(x) = e f(x), g € L*([—m,7]), si ha g, = f;:k, heZ.

—

(iii) Posto (7_f)(x) = f(—x), siha (T )k = fui
(iv) (f/“'\g)k = fk + Gk, (E]\f)k = cfk, per c € C;
(V) lim|k|_,oo fk =0.

Dimostrazione Le proprieta (i), (ii), (iii), (iv) sono semplici conseguenze
delle definizioni. Osserviamo soltanto che nella (i) la f é prolungata con
periodicita 27 a tutto IR.

La (v) é una conseguenza del corollario 2, nel caso f € L*([—n,n]). Nel caso
generale é possibile fornire una prova diretta facendo uso del seguente lemma
del quale non riportiamo la dimostrazione:
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Lemma 1 Se f € L'([—7,7]) allora
lim [[7.f = fl1 =0

dove (Th.f)(x) = f(x+h), ed f € estesa con periodicitd 2r fuori dell’intervallo
[—m, 7.

Proviamo ora la (v). Per ogni k € Z con k # 0 risulta:

= '/7; flx + z)6_"1’““"d.:1:

omlfel = |[ fa)eda ;

< 5 [ 1@ - fa Dz

Dato che 7/k — 0 per |k| — oo, 'asserto segue dal Lemma precedente.

Concludiamo questo paragrafo osservando che dalla definizione di fk segue
anche che |f,| < (27)7Y|f|li per ogni f € L*(IR). Viceversa é possibile di-
mostrare che esistono successioni {ax},k € Z, con |ax] < M, per ogni
k € Z ed un fissato M e tali che limj,—~ ax = 0, ma che non sono la
trasformata di alcuna funzione f € L!'([—m, x]). Un esempio é dato dalla
serie > p2_ ar dove ai ¢ la successione definita dalla:

| 1/logk sek=2,3,...
%=1 0 altrove in Z

Il risultato seguente esprime la trasformata di Fourier della derivata di
una funzione f assolutamente continua in termini di quella di f stessa:

Proposizione 3 Sia f assolutamente continua in [—m,w|. Allora:
fi=(ik)fe. keZ. (1.14)

Dimostrazione Poiché f é assolutamente continua, [’ esiste quasi ovunque
ed é sommabile in [—7, 7]. Inoltre, integrando per parti:

27rﬁ = [f(z)e * )"+ ik /_7r f(@)e **dz = 2mik fy,

13



e quindi la (14).

La formula (14) pu6 essere generalizzata in questo modo: se f, f/, ..., f=1),
n > 1, esistono e sono assolutamente continue in [—7, 7], allora esiste quasi
ovunque f™, é sommabile in [—7, 7] e risulta:

f/,f) = (ik)"f, ke Z. (1.15)

La (15) pud essere dimostrata, a partire dalla (14), usando il principio di
induzione. Se nella (15) prendiamo i moduli, otteniamo | f,in)| = [k["|fu] e

poiché ]f,gn)] tende a 0 quando |k| — oo, si ottiene:
[fel = o([k[7), |K| — oo, (1.16)

Questo mette in evidenza che pia é regolare la f, maggiore diventa 1’ordine
di infinitesimo della successione { f;}.

E possibile mostrare anche un ”viceversa”: se f € LY([-m,w]) é tale
che esistono un intero n € IN ed una funzione g € L'([-m, 7«]) con
(ik)" fk = gk, allora f ¢é quasi ovunque uguale ad una funzione ¢ tale
che v, ¢, ..., "1 sono assolutamente continue in [—7, m]. Cioé maggiore
¢é 'ordine di infinitesimo di fk, maggiore ¢ il grado di regolarita della f.
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Chapter 2

Convoluzioni in IR

2.1 Notazioni e risultati preliminari

Denoteremo con C lo spazio di tutte le funzioni f : IR—IR uniformemente
continue e limitate in IR, con la norma usuale:

I flle = sup | f(z)]- (2.1)
z€R

Con LP, 1 < p < 400, denoteremo lo spazio di tutte le funzioni f : IR— IR tali
che | f|? sia integrabile secondo Lebesgue su IR.
Per f € LP, 1 < p < 400, definiamo:

1 too ) 1/p
Iy = { = [ st 22

Con L denotiamo lo spazio di tutte le funzioni misurabili secondo Lebesgue
ed essenzialmente limitate, con la norma:

[flloe = ess.sup,e gl f ()] (2.3)

Il fattore 1/4/27 nella (2) é molto conveniente nell’analisi di Fourier; esso é
tuttavia omesso in molte trattazioni.
Lo spazio N L! é I'insieme delle funzioni f € L' che sono normalizzate cioé

tali che: e
/ f(u)du = v/2r.

—o
Accanto alle note proprieta degli spazi LP, per le quali si rimanda il lettore
ad un testo di Analisi Reale, menzioniamo qui un teorema fondamentale per
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quanto seguird. Con X (IR) denoteremo uno degli spazi LP, 1 < p < +00, 0
C.

Teorema 1 (Minkowski) Sia f : IR*—IR una funzione misurabile in IR*. Se
la funzione g : R—IR" definita dalla:

y— IfC )l xm)

¢ in L', allora:

| e < [Towmdy = [ I olkands @24)

Dimostrazione Omessa. Osserviamo soltanto che la (4) non ¢ altro che una
estensione della classica disuguaglianza di Minkowski.

ESEMPIO Sia X(IR) = L'. In tal caso la funzione g é definita dalla:

o) = 15 Cllwm = 7= [ Il

Pertanto la (4) si scrive:

217T/+w’/+mf(x7y)dy dr < 1/+OO {/mlf(x,y)ldx} dy.

—0 —00 T 2T J— —0o0
Anche il prossimo teorema esprime un risultato di grande importanza.

Teorema 2 (continuitd in media) Se f € X(IR), seque che:
T [+ ) = £ = 0,

Dimostrazione Omessa. Osserviamo che il teorema 2 non sussiste in
generale per lo spazio L*°.
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2.2 Convoluzioni in IR

Siano f, g due funzioni definite su IR e misurabili su IR. L’espressione:

(f % 9)(a vr_/ (x — ) g(u)du (2.5)
é detta convoluzione di f e g.

Teorema 3 Sia f € LP, 1 <p<4ooegec LV conp ' +p " =1. Allora
f*g€C e risulta:

1 % glle < £ lpllglly (2.6)

Inoltre, se 1 < p < +00, fxg € Co, cio€ fxgeC elimg—iol(f*9g)(z)=
0. Se g € Cy, lo stesso vale per p = 1.

p < 4o00. Poiché, in virtd della disuguaglianza

Dimostrazione Sia 1 <
| < [[fllpllglly, la convoluzione f % g esiste per ogni

di Holder, |(f % g)(z)
z € IR. Inoltre:

V2r|(f % g) (@ +h) = (f % g)(x)]
_’/_OO fla+h—u) gudu— [~ flz—u) glu)du

+oo
< [ 1@ +h =) = o - )l lg(wdu
< VRIS 4 1) = £l gl

dove nell'ultimo passaggio abbiamo utilizzato nuovamente la disuguaglianza
di Holder. Dunque in virtu del teorema 2, applicato con X (IR) = LP, segue
(f x g) € C. E ovvio inoltre che sussiste la (6). Se p = 400, i ruoli di
f, g possono essere scambiati. Sia ora 1 < p < +o00. Dato € > 0 esiste un
a > 0 tale che:

w)|P du < P,

\/%/um

w)|P du < €7

\/ﬂ/um

17



Se x € IR ¢ tale che |z| > 2a, allora [z — a,z + a] C {u: |u| > a} e quindi:

o< = { [+ [ e stola

a 1/p /
<A L= opad gl 4151 { = [ ol au]

1/p
|pdu} lglly +ellfl

1/’

IN

7

IN

1/p
{ = [ rpa] gy +els1,

< (lglly + 171») &

Cié implica che lim;|— 4o [(f % g)(z)] = 0, cioé fx g € Co.
La dimostrazione é analoga nel caso p =1, g € Cy.

Un altro risultato é fornito dal seguente teorema del quale non riportiamo
la dimostrazione che, peraltro, é sostanzialmente analoga a quella del teorema
3.

Teorema 4 Sia f € X(IR) e g € L*. Allora (f * g)(z) esiste finito, fxg €
X(R) e :

1f % gllxamy < [ llxam gl (2.7)

Riportiamo ora alcune proprieta interessanti dell’operazione di convoluzione.
Siano f,g,h € L. Risulta:

(i) fxg=gx*f, (il prodottto di convoluzione é commutativo).

(ii) fx(g+h)=f*g+ f*h, (il prodotto di convoluzione é distributivo
rispetto alla somma).

(iii) (fxg)*h = f(g*h), (sussiste la proprietd associativa).

(iv) Se T, definisce I'operatore di traslazione con a € IR, cioé (T,f)(z) =
f(x 4+ a), allora T, (f xg) = To.f g, (la convoluzione é invariante per
traslazioni).
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Le dimostrazioni sono semplici conseguenze della definizione. Osserviamo
soltanto che nella (iii) il prodotto (f % g)  h é ben definito poiché essendo
f,g € L, anche f xg € L* (teorema 4).

2.3 Funzioni periodiche e loro convoluzioni

Una funzione f : IR—IR si dice 2m—periodica se per ogni x € IR, f(x+2m) =
f(z). Se f é definita su un intervallo finito [a, b], attraverso una sostituzione
lineare é possibile ottenere una funzione definita in [—m, 7|, che pud essere
estesa a tutto IR con periodicita 2.

Senza perdita di generalita, quando si estende f a tutto IR, si pud as-
sumere f(—m) = f(n).

Denotiamo con Cy, lo spazio di tutte le funzioni 2r— periodiche, continue.
Si pone:

[ fllez. = sup |f(x)]- (2.8)

|z|<m

Ovviamente Cor CC e ||fllc,. = [ flle, VS € Cox.
La stessa osservazione si applica alla classe LS cioé I'insieme di tutte le
funzioni 27— periodiche, misurabili secondo Lebesgue, tali che:

[ fllzge = ess.supy, <, | f(7)] < +o00. (2.9)

La situazione é molto differente per le classi L5 1 < p < +o0, di tutte le fun-
zioni 2m— periodiche, la cui p-esima potenza ¢é integrabile secondo Lebesgue
su [—m, m], con:

1 /= 1/p
171y, = {52 [ 1f@Pdn} " < +oc. (210)

Prescindendo dalle funzioni quasi ovunque nulle, si ha LPNLE =0, 1 <p <
+o0. Per semplicita di scrittura porremo: ||f||L§ = || fll,-
s

Poiché l'integrale in (10) é esteso ad un intervallo finito, si ha L}, C

Li_, per ogni p > q. In particolare L5, C Li_, per ogni p > 1.

Inoltre si ha:

/_if(U)du = /:r f(u)du, (2.11)
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per ogni a € IR. Infatti, posto u = v + 2m, si ha:

e quindi:

[ s = {7 [} s

™

= / f(u)du.

—T
Inversamente, é possibile dimostrare che se (11) vale per ogni a € IR, allora
f € 2m— periodica.
Nel seguito Xy, denoterd sempre uno degli spazi Cor, L5, 1 < p < +o00.

Ovviamente sussistono gli analoghi dei teoremi visti in precedenza. In
particolare si ha:

Jm 1 +h) = FO)llx,, =0, Vf € Xor

Se f, g sono due funzioni 27— periodiche definiamo la loro convoluzione po-
nendo:

_ L
_27T77r

(f*g)(x) flz —u) g(u)du (2.12)

Sussiste il seguente:

Teorema 5 (i) Sia f € Lb., 1<p<-+4oo, g€ Ll pl+p =1 A
lora (f x g)(x) esiste quasi ovunque, f* g € Car, €

1F %9l < 1 1pllgllp-

(ii) Sia f € Xop, g € L) _. Allora (f x g)(z) esiste quasi ovunque, f *g €
X27|— (&
1f % 9llx,, < Iflx,, gl

Il teorema seguente rappresenta una proprieta fondamentale della trasfor-
mata discreta di Fourier: questa trasforma il prodotto di convoluzione fxg nel
prodotto (usuale) delle trasformate f, g.
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Teorema 6 Se f,g € L'([—m,7]) allora:

(f*9k=Fr G, k€ Z, (2.13)
dove f,qg sono estese con periodicit 2w a tutto IR.

Dimostrazione Usando il teorema 5(ii), f x g € L'([—m,7]) e risulta, per
ogni k € Z :

1

(fxg) = o (f *g)(x) e *da

Ry p———
= 2171 /_7; {;ﬂ /_7; g(u)e_ik“f(x — u)e‘ik(“c_“)du} dzx.

Applicando ora il teorema di Fubini-Tonelli, otteniamo:

f * )k =5 / e~ thu { 17r /: flx— u)e_ik(x_“)d:r} du.

Operando la sostituzione z — u = t nell’integrale interno e tenendo conto
della periodicitd di f(z)e™™** si ottiene la (13).

2.4 Due teoremi di Analisi Funzionale

Si presuppongono noti gli elementi di base della teoria degli spazi di Banach.

Sia {7T,,} una successione di operatori lineari continui 7,, : X—Y, con
X,Y spazi di Banach. Diciamo che T,, converge fortemente ad un operatore
T : X—Y, se risulta:

lim ||T,.f —Tflly =0, (2.14)

n—-+oo

per ogni f € X.
Analogamente diciamo che {T},} é fortemente di Cauchy se risulta:

lim ||T f=Tuflly =0, (2.15)

m,n—+

per ogni f € X.
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Se indichiamo con £(X,Y) la classe di tutti gli operatori lineari continui
T : X—Y, definiamo la norma di 7' € £(X,Y’) ponendo:

Tflly
1Tl = sup WA — o iy
20 Ifllx  pfle<t

La successione {1} converge uniformemente a T in L(X,Y") se

nﬁg}oo ”Tn - THE(X,Y) =0.
Un sottoinsieme A C X si dice denso in X se per ogni f € X ed
e >0, esiste g € A tale che || f — g||x <e.
L’insieme A C X si dice fondamentale in X se la varieta lineare generata
da A (cioé 'insieme di tutte le combinazioni lineari finite di elementi di A) é
densa in X.
Sussiste il seguente teorema:

Teorema 7 (Principio della limitatezza unforme) Sia {T,,} una successione
di operatori lineari limitati di uno spazio di Banach X in uno spazio normato
Y. Se{||T.flly} € una successione limitata per ogni f € X, separatamente,
cioé per ogni f € X esiste una costante My tale che per ognin € IN, risulta:

1Ty < My, (2.16)

allora la successione {||T,||zcx,v)} € limitata, cioé esiste una costante M tale
che:

Il seguente teorema ¢é di grande importanza:
Teorema 8 (Banach - Steinhaus)

(a) Una successione {T,,} di operatori lineari limitati di uno spazio di
Banach X in uno spazio di Banach Y converge fortemente a T €
L(X,Y) se e solo se (i) esiste una costante M > 0 tale che || T, || zx,v) <

M per ogni n € IN; (ii) esiste un sottoinsieme denso A C X tale che
{T,,} € fortemente di Cauchy su A.
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(b) Sia X uno spazio di Banach, {T,} una succesione di operatori lineari
continui di X in sé. Allora per ogni f € X,

Jim | Tf = fllx =0, (2.17)

se e solo se (i) esiste M > 0 tale che ||T,||zx,yy < M, per ognin €
IN; (ii) esiste un sottoinsieme A C X denso, tale che (17) vale per
ogni g € A.

2.5 Integrali singolari di funzioni periodiche

Sia p un parametro che varia in un insieme A che é o un intervallo (a,b), 0 <
a < b < +o0o, oppure l'insieme IV, e sia py uno dei punti a, b, +oc.

Un insieme di funzioni {x,(x)} é detto nucleo se x, € L3, per ogni
peAe

/ Xp(uw)du = 2. (2.18)
Noi diciamo che {x,(x)} é limitato se x, € L; continuo se x, € Car; pari se
Xp(2) = x,(—x), quasi ovunque; positivo se x,(x) > 0 quasi ovunque; tutte
le definizioni poste devono essere valide per ogni p € A.
Sia f € Xor e {X,} un nucleo. L’operatore integrale della forma:

L(f:2) = (Fxx)@) = o [ flo—u) x,(u)du (2.19)

" 2r) s

si dice un integrale singolare (periodico).

Diciamo che I, é positivo (continuo), se il corrispondente nucleo x, é
positivo (continuo).

Sussiste il seguente:

Teorema 9 Se f € Xor e {x,(x)} € un nucleo, allora I,(f;z) € Xor per
ogni p € A e:

MLF )y, < Il 1711, (2.20)

Inoltre se il nucleo € limitato, 1,(f;x) € continuo in x cioé appartiene a Coy.
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Dimostrazione E una conseguenza del teorema 5.

Ponendo I,(f;z) = [I,f](x), p € A, gli integrali (19) definiscono un
operatore lineare I, : Xoz— Xor.

Ci proponiamo ora di studiare la convergenza forte degli operatori I,,. Di
fondamentale importanza, a questo proposito, é la seguente definizione: un
nucleo {x,(z)} si dice identitd approssimata (periodica) se, per qualche M >
0 risulta:

(+) IIxpllh < M, Vpe A
(++) Per ogni 0 < § < 7 si ha:

lim IX,(w)|du = 0.

P=P0 J5<lul<n

Da quanto precede si ricavano le definizioni di identita approssimata positiva,
pari, limitata, continua.

Teorema 10 Se il nucleo dell’operatore integrale (19) € una identitd ap-
prossimata, allora per ogni f € Xop, risulta:

lim [1,(f:) = £, = 0. (2.21)

P7P0
Dimostrazione A causa della (20) e della (+), l'insieme degli operatori
{1,}, é uniformemente limitato rispetto a p. Dalla (18) si ha:

(i)~ f@) = o [ [ —w) — F@)] xplwdu. (2.22)

" 1)

Se X9, = Coy, per ogni 0 < § < 7 otteniamo:

11,079 = FOxy, < 5 G =) = FO)x,, bl

L { [ gw} 16— ) = F0)lx,, o (wldu
— I+ 1 (2.23)

Poiché f ¢é uniformemente continua, ad ogni € > 0 corrisponde un ¢ > 0 tale
che [[f(- —u) = f()ll x,, < e, perognifu] < 4. Questo implica I; < eM.
Fissiamo ora 9. Allora:

1
B <2 x5 [ IXolldu

™
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In virtd della (++), I,—0, p—pg. Pertanto la (21) vale nel caso Xy, = Co,.
Sia ora Xy, = L5, 1 < p < +oo. In tal caso applicando il teorema 1,

otteniamo:

15,059 = FOls =[5 106 = ) = )] xolwyd

p

< o [IEC =0 = 7O ol

= o [ = ) = O o)

- 217T {/|u<5 + /|u>5} Hf( a u) B f(')”pb(/’(u”du

= [1 +[2

In virtd del teorema 2, Iy < eM, mentre:

<2l [ x(w)ldu

Slu|<m

da cui 'asserto.

Nel caso in cui Xy, € sostituito da L3 il teorema 9 non sussiste in generale.

Abbiamo invece il seguente:

Teorema 11 Sia f € LY. Se il nucleo dell’integrale (19) € una identitd

1

approssimata, allora per ogni s € Ly, si ha:

im [ [1,(fi2) = f(@)] s(z)de = 0.

pP—po J g

La dimostrazione é omessa.

ESEMPIO Le medie integrali
Esse sono definite dalla:

1 fz+h/2 1 [h/2
Atz =g |, Fwdu=4 /_m

Qui h € (0,27) e tende a 07. Ponendo p = h, e:
2m
Xp() = ==T-n/2,n/2)(2),

25

flz —w)du.

(2.24)

(2.25)

(2.26)



avendo indicato con 74 la funzione caratteristica dell’insieme A, 'integrale
(25) é del tipo (19). Il nucleo (26) é una identitd approssimata e quindi si
ha:

Corollario 1 Sia f € Xo,. Allora Ay(f;) € Xor N Cayr, € tale che

AR5 o < 1l

per ogni h € (0,27). Inoltre risulta:
1An(f5) = £y, = 0.

lim
h—0

Cosi, ad esempio, ogni funzione integrabile f pud essere approssimata in
media da funzioni continue.

26



Chapter 3

Applicazioni alle serie
trigonometriche di Fourier

3.1 Alcune relazioni preliminari
I seguenti teoremi di carattere elementare sono molto utili nello studio delle
proprieta di convergenza delle serie di Fourier.
Teorema 1 Per ogni reale x # 2mm, m € Z, risulta:
1 — einz

St = e . (3.1)

— T
— 1—e

sin(nz/2) i(n1)z/2
——— ¢
sin(x/2)

Dimostrazione La prima uguaglianza é banale; per la seconda si osservi
che, mediante le formule di Eulero, si ha:

] — ez inz/2 _ ,—inz/2
iz € ' _ € . € ‘ ez(n+1)x/2
1 — e elx/2 _ p—iz/2
_ sin(nxz/2) i(n+1)z/2
sin(x/2)

Prendendo nella (1) le parti reale ed immaginaria, si ha:

1 sin((2n+1)x/2)
2

sin(xz/2) (32)

i 1
> cos(kz) = —= +
k=1 2
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> sinfla) = 2 D22 53)

Come semplice corollario si ha il seguente:

Teorema 2 Per ogni x # 2mmw, m € Z,

n N 2
> cos(2k — 1)z = M (3.4)
= 2sinx
n o2
Xpm@k—mxzﬁﬁﬁgz (3.5)
= sinx
Dimostrazione Basta osservare che per il teorema 1 risulta:
Z pik=Dz Z k(2z)
k=1 k=1
_ sm‘(nw) einaz
sinx
e prendere le parti reale ed immaginaria.
Teorema 3 Se aq,...,a, € IR, allora:
n k n
> a= Zn—i—l— ay (3.6)
k=1j=1 k=1

Dimostrazione Se n =1 la (6) é ovvia. Se é vera la (6), cambiando n con
n + 1, otteniamo:

n+l k n+1 n n+1

ZZ%=:ZZ%+Z%—Z”Hf@%+Z%
k=1j=1 k=1j=1 k=1 =1
n n+1
= > n+2—k) apy+ap1=Y (n+2—Fk) a.
k=1 k=1

Teorema 4 Se 0 <r <1, risulta:

1—172

1+2 b kx) =
+ Z r cos(kz) 1 — 2rcosx + r?

k=1

(3.7)
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Dimostrazione E noto che se z € €' é tale che |z| < 1, si ha:

— 1—=z
pertanto :
> 1+z
1+2 g
* kz::lz 1—=z2

Posto z = re®®, 0 < r < 1, e prendendo nella precedente relazione le parti
reale ed immaginaria, si ha la (7).

3.2 Serie di Fourier

Un polinomio trigonometrico di grado n € IN é un’espressione del tipo:

Qo

5 + zn:{ak cos(kx) + by sin(kx)} (3.8)

k=1

tn(T)

dove ay, b, € C.
La classe di tutti i polinomi di grado n é denotata con 7,,.
La serie:

Qg

5 + i{ak cos(kx) + by sin(kx)} (3.9)

n=1

¢é detta serie trigonometrica.
Applicando le formule di Eulero, le somme parziali si (9) si scrivono:

ap 1 & : ikz : —ika
sn(T) = 50 +3 > {(ar — iby) €™ + (ay, +iby) e}
k=1

Definendo ay, by, k € Z, con le posizioni:
ag =ag, b= —by, by =0,
—ib
Ck' — %7 k‘ e Z’

otteniamo:

n
sp(x) = Z ¢ ek

k=—n
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che é la somma parziale simmetrica o bilatera della serie:

+o0 )
> e et (3.10)

n=—oo

La (10) é la forma complessa della serie trigonometrica (9).

Sia f € Li_. Se la serie (8) converge uniformemente ad f in [—m, 7], at-
traverso un teorema di passaggio al limite sotto il segno di integrale, ottenia-
mo:

1 ™
ak:—/f(u)coskudu, kE=0,1,...,
T J—m

1 s
bk:—/ f(u) sinku du, k=1,2,....
™ J—m

Una serie trigonometrica generata in questo modo da una funzione f € L} | si
dice serie di Fourier di f.

Per ogni f € Li_, i coefficienti ay, by della serie di Fourier di f si
chiamano i coefficienti di Fourier di f in forma reale e vengono denotati con

fo(k) e fy(k) rispettivamente. T numeri:

Fk) = /” flu) e *udu, ke Z

" 2r)s

si dicono coefficienti di Fourier di f in forma complessa.
Le corrispondenti serie trigonometriche:

[~ ; ]?C(O) + i{fc(k) coskx + ]?s(k‘) sinkzx}
k=1

+oo ]
fr~ X2 fk) et

k=—o00

sono rispettivamente le forme reale e complessa della serie di Fourier di f, con
somme parziali date rispettivamente da:

Su(f,x) = ; f.(0) + Zn:{fc(k) coskx + f,(k) sinkx}
k=1

k=n N )

Z f(k?) ezkr'

k=—n
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3.3 Convergenza delle serie di Fourier

Per studiare la convergenza delle serie di Fourier di una funzione f € L}_ scri-
viamo le somme parziali S,(f, z) in termini di ”convoluzione”. Si ha:

Su(f,x) = 71T/7r f(u) B + zn:{cosk:u coskx + sinku smkm}} du
o k=1
= ;ﬂ/:f(u) {1+2;cos[k(x—u)]}du.

In virtd della (2) otteniamo:

Dy(u) = 142 coskz

k=1
sin[(2n + 1)x/2] ,
2
_ sin(z/2) v 2T
2n +1, xr=2jm
con j € Z.
Da questo segue la seguente rappresentazione integrale per S, :
1 T
So(f,x) = 7/ (& — ) Dy(u)du (3.11)
TS -

La successione di funzioni D,,(u) definisce il nucleo di Dirichlet, e 'integrale
nella (11) si dice integrale singolare di Dirichlet.

Allo scopo di stabilire condizioni necessarie e sufficienti per la convergenza
delle serie di Fourier, premettiamo, senza dimostrazione, il seguente:
Lemma 1 (Riemann-Lebesque) Sia f € L'(a,b), (a,b) C R. Risulta:

. b . b .
pgquoo ; f(u) cos pudu = pngrrloo ; f(u) sin pudu = 0. (3.12)
Una conseguenza del lemma 1 é che se f € L _, allora i coefficienti di Fourier
di f tendono a zero, cioé:

lim f.(k)= lim f,(k)=0.

k— 400 k— 400
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Teorema 5 (Localizzazione di Riemann) Sia f € L) . La serie di Fourier
di f converge in un punto xo ad un fissato punto c, se e solo se per qualche
d €]0, x|, risulta:

sin((2n + 1)u/2) g

1
lim —
n—>-+oo T

/Oé{f(xo—i—u)qu(xo—u)—Qc} u=0.(3.13)

Dimostrazione Poniamo g(xg,u) = f(zo + u) + f(xg — u) — 2¢. Si ha:

— o [ 10— ) = ] Dyfu)du

{/O,r */0} [f (w0 — u) — ¢] Dy(u)du

{/Ow[f(xo +u) — ] Dy(u)du + /Oﬁ[f(xo —u) — (] Dn(u)du}
/069(960716) sin((2n + Du/2) 4,

u

Sn(f: 330) - C

/fguo,u) [2@/2) - H sin((2n + 1)u/2) du
/” g(zo,u) sin((2n + 1)u/2) du

* 2sin(u/2)

A= A=A =Y e

= ]1+[2—|—[3.

Si osservi ora che la funzione entro le parentesi quadre in I é limitata in
10, d[; pertanto applicando il lemma 1, si ha:

Da questo segue subito 1’asserto.

Corollario 1 (Dini) Sia f € Li_. Se esistono g € IR ¢ 6 €]0, [ tali che :

d
/O f (0 +u) + fzo — u) — 2f(x0)| u~du < +00 (3.14)
allora risulta:

lim S,(f,z0) = f(z0).

n—-+o00
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Dimostrazione Basta osservare che in tal caso la (13) sussiste con ¢ =
f(xp), a causa del lemma 1.

11 risultato espresso dal Corollario 1, ci dice che se vale la (14), per un
certo zg € IR e ¢ > 0, allora la serie di Fourier di f converge ad f(zo) nel
punto zg.

Un’ulteriore condizione sufficiente, deducibile dal teorema 5, é la seguente:

Corollario 2 (Jordan) Sia f € Li_ e supponiamo che f sia a variazione
limitata in [xg — 6,20 + 6], 0 > 0. Allora la serie di Fourier di f converge in
Ty a:

1
i{f(ﬂfo +0) + f(zo — 0)}.
Dimostrazione Omessa.

Si osservi che le condizioni di Dini e Jordan non sono in generale implicate
dalla sola continuita di f. Esistono funzioni continue la cui serie di Fourier
non converge in qualche punto. Se tuttavia f ¢ assolutamente continua e
2m—periodica, la serie di Fourier converge ad f, in ogni punto di IR, per il
teorema di Jordan.

Sussiste inoltre il seguente teorema

Teorema 6 Sia f una funzione assolutamente continua e 2m—periodica. Se
€ L*([-=,7]), la serie di Fourier di f ¢ uniformemente convergente ad

fin R.
Dimostrazione Scriviamo anzitutto i coefficienti di Fourier di f in ter-
mini di quelli di f' € L*([—7,7]). Integrando per parti, usando l’assoluta
continuita di f si ha:
k) = = [ f@)eoskade = —= [* () sinked
. = — x) cos kxdr = —— x) sin kxdx
™ J—m kﬂ' -
1 -
- —Efé(k’), k’:]_,2,...,

ed analogamente si ha f,(k) = f/(k)/k, k=1,2,....
Allora possiamo scrivere:

£ AR+ 1A (3.15)
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L) & (1R 1)
::;z+§<k;+ )

k
£r 17 . 1 £
Dato che ’fs]({:kﬂ < 5 {(f;(k)y + 162} ed analogamente per ’fc](f”, la serie
al primo membro della (15) é maggiorata da:
O], 1 & : o~ 1
+ 530 [Pk + (FUR)?] + Y (3.16)
2 2= =g

Poiché f' € L*([—m,n]) la serie (16) é convergente in virti della disug-
uaglianza di Bessel e quindi é convergente la (15). Ma la (15) maggiora
la serie di Fourier di f in IR che quindi é totalmente convergente.

3.4 Convergenza in norma

Sussiste il seguente:

Teorema 7 Se f € Xy, risulta:

150 (fs M xar < M Dnlly 11 xsr-

Dimostrazione E conseguenza del teorema 4 del Capitolo 2.
Teorema 8 Posto L, = || D,||1, risulta:
4
L,=— log n+0O(1), n—+o0 (3.17)
T

Dimostrazione Omessa. Osserviamo soltanto che la (17) implica I'esistenza
di una costante M > 0 tale che:

4
\Ln—; log n| < M,

per ogni n € IN. Pertanto il teorema 9 ci dice che L,,— 400, n— 4 o0o. Infatti
dalla relazione precedente ricaviamo:

4
L, >—-M+ — log n;
T
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Ancora, questo implica che {D,} non é un’identitd approssimata e quindi
non é possibile applicare il teorema 10 del Capitolo 2.

Sia f € Xo, e sia Si(f,z) la somma parziale k-esima della serie di Fourier
di f calcolata nel punto x.
Definiamo medie di Fejer della serie di Fourier di f le somme:
1 n

> Sk(f, ). (3.18)

Un(fa $) = m
k=0

Utilizzando la (11) e ponendo Dy = 1, otteniamo facilmente la seguente
rappresentazione integrale:

™

on(fiz) = ;ﬂ/ﬂf(l’—u) {n—li—l ;Z%Dk(u)} du. (3.19)

Utilizzando il teorema 3 si ha:

1 “ k
F, = Di(x) =1+2 1—— k
©) = o7 2 Dua) = 14230 = ) (i)
L (sin((n+ Dz/2)\? ,
1)t 2
n+1 r=2jm
con j € Z.
L’ultima relazione segue dal fatto che, per j # 2jm, j € Z, risulta:
1 B n
F, = 1 D
@ = o |1+ D)
1 i n k
= 1 142 '
o —l—z + Zcos(jx)
1 sin((2k + 1)z /2)
= 1
n+1 | * Z sin(x/2)

e quindi, a causa del teorema 2,

F = L 1 L 5 ((2k —1)x/2
o) = iy {1 e S v
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~ o U [y i)}

n+1 sin(z/2)
1 [sin((n+1)z/2)]°
n+1 [ sin(x/2) ]
Pertanto la (18) si scrive:
oo(fz) = ;ﬁ " fla—u) Fu(u) du, ne . (3.20)

L’integrale nella (20) si chiama integrale singolare di Fejer di f e {F,} é
detto nucleo di Fejer.

Esso é positivo, pari, continuo, con parametro p =n, py = +00. Inoltre esso
é una identita approssimata poiché per 0 < § < 7 risulta:

1
F < .
S POl < oy w26

Come conseguenza del teorema 10 del Cap. 1, risulta:

Teorema 9 Se f € X, allora:

lon(fs )lxor < 1l xen
lim_lon(f,-) = f()lx, = 0.

n—-+00
Una conseguenza importante del teorema 10 ¢ il seguente teorema di ap-
prossimazione:

Teorema 10 (Weierstrass) L’insieme di tutti i polinomi trigonometrici forma
un sottoinsieme fortemente denso di Xon. In particolare se f € Co, allora
dato € > 0 esistono un n € IN ed un polinomio t,, di grado n, tali che:

|f(x) =ty (2)] <&, Voel[-mmn.

Dimostrazione L’asserto é provato se riusciamo a far vedere che o, (f,x) é
un polinomio trigonometrico. Ora dalla (18) si ha:

on(f.z) = ;ﬂ/:f(:)s—u) {n—li—l ’;Dk(u)} du
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= fc§0) +i<l_nf_1) i/_if(x—u) COS(/{U) du

_ fcéo) i kzn:l(l - i 1) {fc(k) cos(kx) + fs(k) sin(kx)}

cioé o, (f,+) é un polinomio trigonometrico di grado n. L’asserto segue allora
dal teorema 10.

Un’altra notevole conseguenza del teorema 9 é il seguente teorema di
unicita dello sviluppo in serie di Fourier.

Teorema 11 Sia f € Xop. Se fu(k) =0, k=0,1,... ¢ fi(k) =0, k=
1,2,..., allora f(x) =0, quasi ovunque in IR.

Dimostrazione Dall’ipotesi segue che o,(f,z) = 0, Vn € IN eVz. Allora
dal teorema 9 segue || f||x,, = 0, da cui 'asserto.

Corollario 3 Una funzione f € Xo, € univocamente determinata dai coef-
ficienti di Fourier.

3.5 Completezza del sistema trigonometrico

Sia N = {©,, p1,¥2,...} un sistema ortonormale in L*(),] un intervallo
di R, esia f € L*(I). La disuguaglianza di Bessel implica che la serie di
Fourier di f relativa ad N converge in L*(I). Infatti indicate con {s,(z)} le
somme parziali della serie, per n,m € IN, m > n, si ha:

2

= > A4

2 j=n+1

i i

j=n+1

||5m - SnH% =

e quindi l'asserto segue dalla convergenza della serie Y72, | fk|2 e dalla com-
pletezza dello spazio L?(1).
Indichiamo con F(-) la somma in L? della serie di Fourier di f, cioé F ve-

rifica lim,—, o || F'(-) — spll2 = 0.

Lemma 2 Risulta:

<f—Fp.>=0, k=0,1,2,....
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Dimostrazione Osserviamo intanto che per ogni funzione g € L*(I) si ha:
| <Fg>—<sng>|=|<F—=sn,9>[<[[F—su2lgll

e quindi
< ka‘ﬂkjg >= ka < Yk, g >, (3.21)
k=0 k=0

per ogni funzione g € L*(I). Dalla (21) abbiamo allora, per ogni j =
0,1,2,...,

<f-Fpj> = <fp>—<Fp >
= <fi9;> = fe <r ;>
k=0
= <f790j>_fj:07

cioé 1'asserto.

Teorema 12 I sistema trigonometrico é completo in L*([—m, 7).

Dimostrazione Continuiamo, per semplicita di scrittura, a denotare con
wi(z), le funzioni del sistema trigonometrico (1.6). Se F' ¢é la somma (in
L*(I)) della serie di Fourier di f, il lemma 2 implica che < f—F, ¢; >= 0 per
ogni 7 = 0,1,2,...; il corollario 3 mostra allora che f = F' cioé, per ogni
f € L*([-m,7]) la serie di Fourier di f converge in L? ad f. Questo prova
il teorema.

In particolare, usando il teorema 13, abbiamo 'uguaglianza di Parseval:

Oy S 1700 + 1) (322)

= [ P,

per ogni f € L*([—m, 7).
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3.6 ©O-— fattori

Abbiamo visto che il nucleo di Dirichlet non é una identita approssimata.
Questo implica che non é possibile applicare il teorema 10 del Cap. 2. In
particolare si dimostra che in generale non c¢’é convergenza delle serie di
Fourier in L) o in Co,.

Tuttavia possiamo ottenere la convergenza in norma considerando delle
” somme generalizzate” che si ottengono moltiplicando i coefficienti f,(k), f,(k)
per opportuni ”fattori” ©(k).

Sia A un insieme di parametri i cui elementi indicheremo con p. Una
famiglia {G)p(k)}peA ¢ detta un ©—fattore se Vp € A, O,(k) é una funzione
reale su Z tale che:

(i) ©, € £}, ciod Ypez 19,(k)| < +o0;
(i) ©,(0) = 1;
(iii) ©,(k) =©,(—k).

Se f € L%,r possiamo formare le ©—medie:
U,(f,x) = )+ Z 0, (k) {f.(k) cos(kx) + fo(k) sin(kz)}. (3.23)

Poiché ©, € ¢! e i coefficienti di Fourier sono maggiorati in valore assoluto da
Il fll1, la serie (23) converge assolutamente ed uniformemente e cosi definisce
una funzione U,(f,-) € Car, per ogni p € A.

Partendo dalla forma complessa della serie di Fourier di f, otteniamo:

S 0,(k) F(k) e

k=—00
Tenendo conto delle definizioni di f.(k) e di f,(k), otteniamo:
1 7 >
Ulf,z) = 2—/ flx —u) {1+22@p cos ku)}du (3.24)
wJ—7 =1

_ ;ﬂ/:;f(x —w) Cy(uw)du

dove C)(z) =1+2572,0,(k) cos(kx).
L’ultimo passaggio nella (24) é giustificato dal fatto che la serie converge
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uniformemente. Poiché ©, ¢é pari, C,(z) definisce un nucleo pari e continuo.
L’ipotesi ©,(0) =1 implica:

/7r Cy(u)du = 2.

Se le ©—medie U,(f,-) convergono ad un limite per p—py, in qualche
senso (in norma, puntualmente etc.) e se il limite coincide con 'usuale somma
della serie di Fourier nel caso che questa converga (in norma, puntualmente
etc.), allora diciamo che {©,(k)} é un fattore di convergenza rispetto alla
nozione di limite considerata.

Il ©—fattore definisce cosi un ”processo di sommazione”. Diciamo che la
serie ¢ ©—sommabile e chiameremo il limite la ©—somma.

Sussiste il seguente:

Teorema 13 Supponiamo che {©,(k)} sia un ©—fattore. Se il corrispon-
dente nucleo C,(x) € una identitd approssimata, per ogni f € Xop si ha:

i ([Up(f) = f()llxsr =0 (3.25)

P~ pP0

cio€ la serie di Fourier di f é ©—sommabile in norma.

ESEMPI
(1) L’integrale di Abel - Poisson
Poniamo O, (k) =7* A =1[0,1], py = 1.
Poiché r € [0,1[, é ovvio che {©,} é un ©—fattore. Esso ¢é detto
©—fattore di Abel - Poisson.

In tal caso la (23) diventa:

PAfi) = 5 0+ 35 (h) conthe) + L) sin(ho)}
= i r*F (k) et (3.26)

Le funzioni P,(f, x) sono le medie di Abel -Poisson della serie di Fourier
di f. Tenendo conto della (24), otteniamo:

™

Pf) = o [ =) polu) du, (3.27)

—T
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dove, per il teorema 4, si ha:

1—17r2

1—2r cosx + 1?2’

pr(z)=1+2 Z rk cos(kx) =
k=1

La famiglia {p,} é detto nucleo di Abel - Poisson e P,(f,x) l'integrale
singolare di Abel - Poisson.
Poiché {p,} é pari, continuo ed é una identita approssimata, otteniamo:

Corollario 4 La serie di Fourier di f € Xy, € Abel -Poisson somma-
bile ad f nella norma di Xo, cioé:

rl—i{Ill* ||P7“(f7 ) - f(')HXQTr =0

L integrale singolare di Rogosinski
Esso é definito dal ©®—fattore:

| cos(kn/(2n+1)), |k|<n
Onlk) = { 0, k| > n
dove A =IN, py= +o0.
L’integrale corrispondente é:
1 ™
Bu(f,x) = %/_Wf(m — ) ba(u) du, (3.28)

dove

by(z) =142 cos

k=1

g cos(kx).
2n+1

Se {D,} é il nucleo di Dirichlet, si dimostra facilmente che:

T
2n + 1

bo(z) = [Dn(x 4

5 )+ Dp(x

2 + 1 ) (3:29)

Inoltre:

/_ﬂ b (2)|de < 472, (3.30)

Sussiste il seguente:
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Teorema 14 Per ogni f € Xor, lintegrale singolare di Rogosinski con-
verge in norma ad f, per n—oo.

Dimostrazione Omessa.

Altri esempi
Il ®—fattore definito dalla:

1 |k <n
@"("”—{ 0 |k|>n

con A = IN, pg = 400, da luogo all’integrale singolare di Dirichlet,
cioé a S,(f,x).

Il ©—fattore:

K|

1= M k<
@n(k): n+1

0 |k| >n

con A =IN, py=+o0, da luogo all’integrale singolare di Fejer.

Il ©—fattore:
@t(k) = G_th, A= B+7 pPo = +00,

da luogo al seguente integrale singolare:

Wi(f,x) = ;ﬂ/:;f(:c ) Oy (u) du (3.31)

dove
() =1+2) e ¥t cos(kz).
k=1

Questo integrale é detto integrale singolare di Weierstrass.
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3.7 Criteri di convergenza forte per ’operatore

Iy

Dal teorema 9 del Cap. 2 segue che 'integrale I,(f;z) definisce una trasfor-
mazione lineare I, su Xs,, e si ha:

ol £(Xam Xr) < DXl p € A (3.32)

In certi casi é possibile dare un teorema di rappresentazione per la norma di
I,,, come operatore. Riportiamo qui senza dimostrazione questi risultati.

Teorema 15 Sia {x,(x)} un nucleo continuo. Allora per ogni p € A, si ha:
1ol zear.cam) = IXolln (3.33)
Holleezs, con) = X0l (3.34)
con 1 <p < +o0.

Teorema 16 Sia {x,(z)} un nucleo pari e continuo. Allora:

Mol ez, ) = Xl X

27

Il prossimo teorema ci da un criterio di convergenza in norma degli operatori
I,(f;x) ad f.

Teorema 17 Supponiamo che il nucleo {x,} dell’integrale I1,(f;x) verifichi
la proprietd sequente: esiste M > 0 tale che ||x,|1 < M, Vp e A. Se risulta:

lim [[1,(f;-) = h()llxr =0,

pP—7P0

per ogni h € A C Xo,, con A denso in Xor, allora per ogni f € Xox,
T [11,(F:) — () xan = 0. (335)

Dimostrazione E una conseguenza immediata del teorema di Banach-Steinhaus.

Il teorema precedente determina quindi un insieme di funzioni h € A C
Xy tale che, sotto le condizioni imposte, la convergenza in norma di I,(h, ) im-
plica la convergenza di I,(f;x) per tuttele f € Xo,. Un tale insieme é detto
insieme - test per la convergenza. Le funzioni h € A si dicono funzioni - test.

Una conseguenza del teorema di Fejer é la seguente:
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Teorema 18 L’insieme dei polinomi trigonometrici (reali o complessi) forma
un insieme - test per la convergenza in norma.

Dimostrazione Dal teorema di Fejer i polinomi o, (f,z) costituiscono un
insieme denso in Xs,. Cosi se I,(f;x) verifica la (35) per ogni f = o, allora
esso soddisfa la (35) per ogni f.

I teorema precedente si libella dicendo anche che se x, soddisfa le ipotesi
del teorema 18 e se la (35) é verificata per ogni funzione del tipo cos(kz), sin(kx),
k € IN, allora la (35) é vera per ogni f € Xy.. In poche parole

{cos(kz),sin(kz) brew

¢ un insieme - test numerabile.

3.8 Nuclei positivi

Come abbiamo visto, le funzioni cos(kz), sin(kz), k € IN, formano un
”insieme test” per la convergenza in norma dell’ integrale I,(f;x), nel caso
in cui ||x,|1 < M per qualche M > 0.

Nel caso in cui x, > 0, Vp € A, l'insieme test pué essere ridotto ad un
numero finito di funzioni.

Teorema 19 Supponiamo che il nucleo {x,} dell’integrale 1,(f;x) sia posi-
tivo. Allora le sequenti asserzioni sono equivalenti:

(i) hmpﬁpo ||Ip(f§ )= fOlx., =0, Vf € Xop,

(i) Timys o (€05 ") — c05(:) 1 x = 0,
lim,—, ||Z,(sin w,-) —sin(-)|/x,, =0

(ii1) lim,— ,, 1,(sin(u/2),0) = 0

(iv) limp_m/(S Xp(w) du = 0.

<|u|<m
Dimostrazione (i) = (ii). Questa implicazione é banale, poiché cos x, sinx €
Xor.
(ii) = (iii). Supponiamo che sussiste la (ii). Risulta:
1 ™
I, (sin?(u/2),0) = 2—/ sin®(—u/2) x,(u) du.
™) —m
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Operando il cambiamento di variabile v = z — wu, con x € [—m, x|, si ottiene:

™ r—v

I,(sin?(u/2),0) = 217r/ sin2(T) Xp(z —v) dv

—Tr

1 71— cos(x —v)

—g/ﬂr 5 Xp(z —v) dv

I 1 7

=3 [%/_pr(x—v) dv — %/_Wcos(x—v) Xp(z —v) dv

Tenendo conto che x, ¢é periodica, applicando la formula di addizione degli
archi nel secondo integrale della precedente relazione, otteniamo:

1
I,(sin?(u/2),0) = 5 {1 —cosx I,(cos u,z) —sinz I,(sin u,z)} (3.36)

Ora il secondo membro della (36), a causa della (ii) tende, rispetto alla norma
di Xor, a (1/2){1 — cos’x — sin*z} = 0, e percié poché il primo membro non
dipende da z, segue la (iii).

(iii) = (iv). Poiché x, > 0, per ogni § con 0 < § < m, si ha:

I,(sin*(u/2),0) = 217r/_7; sin®(u/2) x,(u) du
> o o S /2) () d
> sin?(§/2)

d
2T /6§|u§7r Xp(u> o

e quindi la (iii) implica banalmente la (iv).
(iv) = (i). Segue dal teorema 10.

3.9 Convergenza puntuale

Fino ad ora abbiamo preso in considerazione la convergenza in norma degli
integrali 1,(f;z) verso f € Xs,. Questo dd informazioni sulla convergenza
puntuale soltanto in casi banali. Per esempio se Xor = Cor e se {x,} ¢ una
identita approssimata, allora il teorema 9 ci da la convergenza uniforme di
I,(f;x) ad f(z) e quindi la convergenza puntuale.

Diremo che il nucleo {I,(f;x)} verifica la proprietd (P) se per ogni 0 €
10, 7|, si ha:

lim [ sup |Xp(u)|] =0.

P—7P0 8<|ul<n
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E chiaro che ogni nucleo {x,} tale che ||x,|[i < M, per ogni p € A e per
qualche M > 0 e che verifica la proprietd (P) é una identita approssimata
(verificarlo!).

Sussiste il seguente:

Teorema 20 Sia f € Xy e supponiamo che il nucleo {x,(x)} dell’integrale
I,(f;x) sia una identitd approssimata, verificante la proprietd (P). Allora:

(a) In ogni punto di continuitd xo, di f si ha:
T 1,(F.20) = f(z0)

(b) Se f é continua in (a —n,b+n) per qualche n > 0, a < b, a,b €
IR, allora:

lim I,(f,z) = f(z)

P pP0
uniformemente in |a, b].
(c) Se, oltre alle ipotesi imposte, {x,} € pari ed xy € tale che
Jim [F(zo + ) + fao — h)] = 2¢,
allora:
plgl},o L(f;z) =c

Dimostrazione Proviamo la (a). Sia ¢ un punto di continuitd per f. Allora
fissato € > 0 esiste 0 €]0, 7| tale che per ogni |u| < 0, risulta |f(xg — u) —
f(zo)| < e. Dunque:

1,(F.0) = Fo)l < o [ 170 = ) = o)l xp ()l

1 (0
<o AL L =0 = fa i

= [1 + [2.
Consideriamo ora I;. Si ha:
1 5
T /—5 |/ (@o —u) = fzo)lx, (u)ldu
£ é
o [, )] du
< ellxoll <eM,
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per ogni p. Inoltre,

1
b= g [ Mo =) = F)l () du
< g bl [ 1o~ ) — S
< 2 swp [ Il

Dalla proprieta (P) segue allora I,—0, p— + 0o. Da questo segue (a).
Le dimostrazioni di (b) e (c) sono del tutto analoghe e si lasciano per esercizio.

Nel prossimo teorema daremo un risultato di convergenza quasi ovunque
: - : 1
per I,(f;x) ad f, nel caso in cui f € Lj,

Teorema 21 Sia f € L} e supponiamo che il nucleo {x,(u)} dell’integrale
I,(f;x) sia una identitd approssimata, pari, assolutamente continua, verifi-
cante la proprietd (P). Supponiamo inoltre che:

1 r /
%/0 U |Xp(u)| du < M, (3.37)

per ogni p € A.
Allora in ogni punto x per il quale:

[+ 0) =21+ fla—w) du=oh), h—0*,  (339)
st ha:

lim I,(f;z) = f(x).

pP—"po0

Dimostrazione. Poiché {x,} é pari, risulta:

L)~ 1@ = 5o [ U =)~ @)} () du
= AL [ =0 = 5@ xolw) du
=1/%ﬂm+m+fw—m—aﬂm}mwwm

_ {/-y/} (e +w) + £z — u) — 2/(2)] xp(u) du
= 11+[2>
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dove 0 €]0, 7[.
Poniamo ora:

G(u) :/0 [f(z+ 1)+ f(x—t) — 2f(x)] dt.
G é assolutamente continua ed inoltre risulta

G'(u) = f(z+u)+ flz —u) = 2f(2),

quasi ovunque in IR. Inoltre, per la (38) fissato € > 0, esiste un § > 0 tale
che |G(u)| < eu, per ogni u €]0,d[. Fissiamo un tale § > 0. Integrando per
parti, otteniamo:

§
ol = [+ u) + S =) = 2/(2)] xp(u) du
= G(6) x,(0) — /O "G X, (w) du

e quindi dalla (37) e dal fatto che [|x,|1 < M, Vp € A, si ha:

e §
< o [ho@)+ [ u /()] d
1< o [pht@l+ [ ool a

< e(M +2My); (3.39)
Infatti, integrando per parti, si ha:

§ x,(0) = /06 Xp(u) du+ /Oéu X, (u) du

e quindi § |x,(0)] < 27||x,ll1 + My < 20M + My, da cui la (39).
Maggioriamo ora 5. Si ha:

1Ll < sup [xp(w)] {2[ /[l + [/ ()]}

o< |u|<m
da cui per la proprietd (P), |I2|—0, p—po. Da questo segue I'asserto.
Corollario 5 Sotto le ipotesi del teorema 19, si ha:

lim I,(f;z) = f(z), q.o.z€RR.

P~ pP0

Dimostrazione. La (38) vale quasi ovunque in IR (cfr. per es. Butzer -
Nessel).

Un ulteriore risultato é fornito dal seguente:
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Teorema 22 Sia f € Lj. e supponiamo che il nucleo {x,} dell’integrale
I,(f;x) sia una identitd approssimata, pari, positiva e tale che x, € decres-

cente in [0, 7|, per ogni p € A. Allora in ogni punto = per cui vale la (38) si
ha:

lim I,(f;z) = f(x).

p—p0

Dimostrazione. Poiché x, é positiva e decrescente, fissato x €]0, 7| si ha:

s xT €x
Lot duz [ ) du > 3o, (o).

/
Poiché x, ¢ una identita approssimata, da questa relazione segue che:
plgrfl)o Xp(z) =0, 0<z<m. (3.40)

Pertanto x, verifica la proprieta (P). Procedendo come nel teorema prece-
dente, si ottiene, con le stesse notazioni,

ol = /0 (1) dG(u)

1
= GO) )+ | G d—x,(w).

Pertanto:

< o e+ [ wdon)

e [0
= %/0 Xp(u) du < eM.

Inoltre é facile provare che:

[T < X (O)L2[ 1l + [ ()1}

da cui I'asserto per la (40).

ESEMPIO Indichiamo con {p,(z)} il nucleo di Abel - Poisson:

00 1—T2
() =142 k kx) = ,
Pr() + kz::lT cos(kz) 1 —2rcosx + r?

r e [0,1].
Poiché p/(z) < 0, in [0,7[, segue che p, ¢é decrescente. Inoltre p,(m) =
(1 —=r)/(1+7), e quindi p, é positivo e pari. Inoltre esso é una identita

approssimata e quindi:
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Corollario 6 Se f € L5 | 1 <p < 400, allora:
i P(f.x) = f(a) (3.41)

quast ovunque in IR.

OSERVAZIONE E interessante notare che la (38) pud essere riscritta
nella forma:

/_}; flz+u) du= f(x). (3.42)

L 1
hi{r(]l* 2h

La (42) ci dice che la (38) implica la convergenza in x dell’operatore Agy(f, ) ad
f().

I teoremi precedenti, sotto le condizioni imposte, ci dicono quindi che se
I'operatore Aoy (f, ) converge in x ad f(x), allora I'integrale I,( f; x) converge
in quel punto ad f(x).

Il nucleo di Fejer {F,} non soddisfa le assunzioni dei teoremi precedenti.
Tuttavia sussistono le seguenti estensioni, le cui dimostrazioni si conducono
in modo analogo.

Teorema 23 Sia f € L. Supponiamo che {x,} sia pari ed esista un mag-
giorante {x,*} dix, su|0,7], (cio€ esista x,* tale che |x,(x)| < x,*(x), quasi
ovunque), che sia assolutamente continuo, e che sia una identitd approssi-
mata verificante la (P) e la (37). Allora in ogni punto x in cui vale la (38)
st ha:

Jim 1,(f:2) = 1(2)
Teorema 24 Sia f € Ly, e supponiamo che {x,} sia un nucleo pari, che
possiede un maggiorante {x,*} su [0, 7| verificante le ipotesi del teorema 25.
Allora in ogni punto x in cui vale (38) si ha:

i 1,(f;7) = f(x)

Le prove sono analoghe a quelle precedenti. Basta porre in luogo di G la
funzione:

6w = ["1f@+0) + fla =)~ 2f ()] dt.
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Corollario 7 Sia f € L5, 1 <p < +oo. Allora per quasi tutti gli x € IR,

lim o,(f, ) = f(x)

n—>+00

Dimostrazione. L’asserto segue dalla maggiorazione:

B
O<Fn < )
- ($)_1+x2

per qualche costante B > 0.

Concludiamo con un teorema relativo al grado di approssimazione di

p\J >
Premettiamo la seguente definizione. Se {x,} é un nucleo, definiamo mo-
mento assoluto di ordine o con o > 0, il numero:

o) =5 [ ul* ()] du (3.43)

I1 prossimo teorema verra provato sotto la condizione che , sia assolu-
tamente continuo. Tale ipotesi é tuttavia superflua, operando con integrali
di Lebesgue - Stieltjes.

Teorema 25 Sia f € L3 e supponiamo che il nucleo di 1,, {x,(u)}, sia
un’identitd approssimata assolutamente continua, non negativa, pari, decre-
scente in [0, 7], . Allora in ogni punto x tale che:

/Oh[f(a; —u) + f(x+u) = 2f(2)] du = O(h'*), h—0, a >0, (3.44)
si ha:

[1,(f;2) = (@) = O(m(x,; @), p—po (3.45)
Dimostrazione. Analogamente al teorema 22, per § €]0, 7, si ha:
2r(L,(f:0) - £(2)
[+ [ o=+ 0 - 20 ) do

= L+ I,
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Se GG é la funzione definita nel teorema 19, segue che :
5
L= [ =)+ fo+u) = 2£(2)] xp(u) du

= [t o) d

Per la (44), esiste un 6 > 0, tale che per ogni u € [0,4], si ha |G(u)| <
Mu!*e, per qualche costante M > 0. Integrando per parti si ha:

1)
1 = [66) w06+ [ 6 [l

0
< GO 0) + [ 16@)]I=x,' ()] du
< ME0) + M [ e ()] du
= M§"Tx,(0) — M5\, (8) + M(a+ 1) /06 u® x,(u) du

P
= Mla+1) [ ux,(u) du=O(m(x,ia)), p—po
Inoltre si ha:

Bl = | [ =0+ fe ) = 20@)] ) du|  (3.46)
< x(0) {2111+ 1))

Ma ora per ogni z € [0, 27, si ha:
L lu|x,(u) du = 2/0 ux,p(u) du

> z/z o d
> x/zu X,(u) du

> 9 / *du,
=z Xp($) z/QU U
e questo implica che x,(z) = O(m(x,;®)), per ogni = €]0,7[. Ma allora
dalla (46) segue che x,(0) = O(m(x,;«)) e quindi:
|| = O(m(x,; @), p—po-

Da questo segue I’asserto.
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Se oltre alle ipotesi del teorema precedente, il nucleo x, verifica la con-
dizione:

m(xp; ) = O0(p™"), p—po = +00,
allora otteniamo:
[L,(fi2) = [(2)] = O(p™), p— + oc.

Ci6 si esprime dicendo che I'errore che si commette sostituendo 1,(f;z) al
posto di f(x) é maggiorato da p~?.
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Chapter 4

Alcune applicazioni alle
equazioni alle derivate parziali

A) Temperatura in una lamina rettangolare

Consideriamo una lamina piana rettangolare, con facce isolate termicamente
e con una prescritta temperatura ai lati. Il problema di cui ci occuperemo
é quello di determinare la temperatura (che si suppone stazionaria) della
lamina. Schematizziamo il problema come nella figura 1. Supponiamo che
i lati del rettangolo OC e AB siano cosi lunghi rispetto a CB e OA, da
potersi considerare di lunghezza infinita. Supponiamo per fissare le idee
che la temperatura sia nulla sui lati OC, AB, CB, mentre sia 7" sul lato
OA. Poniamo inoltre OA = §. Indicata con U(z,y) la temperatura nel
punto (x,y), si tratta di determinare le soluzioni periodiche dell’equazione
differenziale di Laplace:

0*U  0*U

— 4+ —=0 4.1
Ox? * Oy? ’ (4.1)
con le condizioni al contorno:
U0,y) =U(d,y) = liI_El U(z,y) =0, U(x,0)=T. (4.2)
y—+00

Procediamo con la determinazione delle soluzioni della (1). Useremo un
metodo noto come separazione delle variabili. Cerchiamo cioé soluzioni del
tipo U(z,y) = X (2)Y (y). Sostituendo nella (1) otteniamo:

XN (@)Y (y) +Y"(y)X(z) =0
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Figure 4.1:

da cui
X'x) _ Y'(y)
X () Y(y)

(4.3)

Siccome il primo membro della (3) é una funzione della sola x mentre il
secondo membro é funzione della sola y, dovra necessariamente risultare:

X'@) _,_ Y'()
X(a) Y(y)

(4.4)

con k € IR costante. Risolvendo le due equazioni (ordinarie) in (4) otteniamo
(o> 0):

X(z) =crsinax + cacosax; Y(y) = cze™ + cpe” V.
Dunque le funzioni 2r— periodiche rispetto ad =,
U(x,y) = (c1sinax + co cos ax)(cze™ + cue™ ), (4.5)

sono soluzioni della (1). Cerchiamo ora le costanti ¢y, ¢, c3,¢4 in modo che
siano verificate le (2). Se, per esempio, ¢3 = 0, allora si halim, . U(z,y) =
0. Siccome la soluzione verificante le (2) non pué essere quella identicamente
nulla, deve essere ¢y # 0. Pertanto dalla U(0,y) = 0 segue ¢ = 0. Re-
stringiamo percié le nostre considerazioni alle funzioni del tipo:

U(z,y) = cycy sin(ax)e™ ™, c¢1,¢q4 # 0.
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Dalla U(d,y) = 0 segue allora o = nm,n € IN, cioé a« = nw/d. Posto
b, = c4c1 (in corrispondenza ad un fissato n), otteniamo che la funzione:

Un(z,y) = by exp(—%y) sin(nmz/d), n=1,2,3,...,

verifica I'equazione (1) e le condizioni (2) ad eccezione della U(z,0) =T. Se
la serie:

> b, exp(—%ry) sin(nrz/d), n=1,2,3,..., (4.6)

n=1

é convergente, essa verifica ancora la (1) e le prime tre delle (2). Cerchiamo
allora i coefficienti b, in modo che la serie (6) sia tale che U(z,0) = T Si
ha:

T = bysin(nrz/d), 0<z<é.

n=1
Posto:

T se0<z<d
f($)_{—T se =0 <x <0

la f é dispari ed il suo sviluppo in [—6,0] in serie di Fourier ha come
coefficienti proprio {b,}. Quindi:

da cui sostituendo nella (6) otteniamo:

Ulz,y) = i fi(n) exp(—?y) sin(nma /) (4.7)
= 4: i in_ . exp(—mglhy) sin((2n — 1)7x/9),

che rappresenta la soluzione sviluppata in serie di Fourier rispetto ad x per
ogni fissato y.

B) Temperatura in una lamina circolare
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Figure 4.2:

Consideriamo una lamina circolare di diametro AB e centro O le cui
facce siano (termicamente) isolate. Il problema che ci poniamo qui é quello
di determinare la temperatura della lamina in un punto (z,y) interno, se il
bordo possiede una data temperatura iniziale. L’equazione differenziale che
regola il problema é 'equazione di Laplace (1). Sia r il raggio della lamina e
supponiamo che la temperatura sul bordo sia 0 nel punto A fino ad assumere,
con andamento crescente, il valore 7' nel punto B, sia nella direzione oraria,
che antioraria (vedi fig.2). Data la forma della lamina é qui conveniente usare
le coordinate polari nel piano:

xr = pcost,
y = psind,

dove 0 < p<r, 0<9 <27,
Ricavando p e ¢ in funzione di x,y otteniamo :

p=1/22+y% o =arctan(y/z)

e adoperando il teorema di derivazione delle funzioni composte, otteniamo
I’equazione di Laplace (1) in coordinate polari:
82U+ 102U+18U_
op>  pP 09 pdp
Supposto che la crescita della temperatura U sul bordo sia lineare, avremo
le condizioni al contorno:

0. (4.8)

T
Ulr,9) = ?19’ 0<d<m (4.9)
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T
= —9, —n<9<0.
T

Per diretta sostituzione nella (8) ¢é facile vedere che le funzioni:
U(p,9) = (c1p" + cap™)(c3sin kv 4 ¢4 cos kv), (4.10)

sono soluzioni particolari della (8). Esse sono funzioni 27— periodiche rispetto
a 9. Siccome p~* — 400 se p — 0, assumeremo c, = 0. Posto A4, =
ci1c4, B = cic3, per ogni scelta di £ = 0,1,2,..., otteniamo un insieme di
soluzioni del tipo:

App®coskd + BppFsinkd, k=0,1,2,....

Posto dunque:

U(p,9) = Ay + > (App® cos k9 + Byp" sin kd), (4.11)
k=1
la funzione U(p, 1) (che é ben definita se la serie é convergente) rappresenta,
formalmente, una soluzione della (8). Imponendo le condizioni al contorno
(9), ricaviamo:

U(r,9) = A,+ > [Apr® cos kv + Byr® sin kd) (4.12)
k=1
= f(v),
dove:
T
— se0< Vv <m
f@=1 7y

—J se—7mT<V¥<0
T

Quindi le condizioni al contorno saranno verificate se la serie nella (12) é la
serie di Fourier di f in [—m, w[. Usando il corollario 4, deve quindi risultare:

Ay, = ;f0(0)7 Ak?ﬂk = fc(k)’ Bka = fs(k>’

da cui
4T

AO = T/Q, Bk. = O, AQk == O, AQk*l - _T2k_1(2k _ 1)27T2
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Figure 4.3:

e quindi, sostituendo nella (11):

z B g i p2k71
2 w2 rtel(2k —1)2

U(p,v) = cos kv, (4.13)
che ¢ la soluzione del problema in termini del suo sviluppo in serie di Fourier.
Si osservi che la serie nella (8) é totalmente convergente in ogni compatto
C contenuto nell'interno della lamina.

C) La corda vibrante in un piano
Le piccole oscillazioni di una corda ad estremi fissiy, O = (0,0) ed A
= (r,0), sono descritte dall’equazione delle onde (in una dimensione):

Pu 0%

oz~ " ox2’
dove u rappresenta lo spostamento dalla posizione di equilibrio al tempo
t ed alla posizione z. La costante v? é uguale al prodotto ¢7'/D dove g ¢é
I’accelerazione di gravita, T' é la tensione e D € il peso per unita di lunghezza.
La wvelocitd trasversale é individuata da %(m, t). Poiché gli estremi sono fissi
abbiamo le condizioni:

(4.14)

u(0,t) =0, u(r,t) =0, (4.15)

per ogni t. Assumiamo inoltre che la posizione della curva all’istante iniziale
=0 e la sua velocita siano date dalle:

ou

U(CL’,O) = f(.l’), 5(9&,0) = g(ZL') (416>
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Il problema ¢ allora quello di calcolare soluzioni periodiche della (14) che
verifichino le condizioni (15), (16), con f,g non identicamente nulle.
Usando il metodo della separazione delle variabili, (cercando cioé soluzioni
della forma u(z,t) = X (x)Y (t)), derivando, otteniamo dalla (14):

X"(z) 1Y"(¢)

X(z) 02 Y(t)

da cui ragionando come nel problema A) otteniamo particolari soluzioni della
forma X (x)Y (t), del tipo:

u(x,t) = (cy sin kx + ¢4 cos kx)(cs sin kvt + ¢4 cos kut). (4.17)

La prima condizione nella (15) é verificata se ¢ = 0, mentre la seconda
é vera se sinkr = 0 (poiché ¢; dovra essere diverso da 0), da cui k =
nm/r, n=1,2,.... In corrispondenza ad un fissato valore di n poniamo
A, = cicq, B, = cies. Le (17) si scrivono allora:

(A, cos(nmut/r) + By, sin(nmot/r)) sin(nwz/r)

Poniamo allora:

u(z,t) = 2[14” cos(nmut/r) + By, sin(nwot/r)] sin(nwx /). (4.18)

Imponendo ora le condizioni (16), otteniamo, derivando formalmente per
serie:

f(x) = i A, sin(nmz/r)

n=1

g(x) = i @Bn sin(nmwz/r)

n=1

Se sviluppiamo f, g in serie di seni, prolungandole in modo dispari a tutto
IR con periodo 2r, adoperando il teorema di unicitd dello sviluppo, dovra
essere:

A, = i/i f(z)sin(nmz/r)dx
B, = mlrv _Trg(x) sin(nmx/r)dx
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Sostituendo questi valori nella (18) otteniamo una soluzione del problema,
verificante le (15), (16).

ESERCIZIO Calcolare A,,, B,, nella (18) se :

f(z) = asin(2rx/r), g¢(x) =bsin(drx/r), a,b>0.
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Chapter 5

La trasformata di Fourier

5.1 L’integrale di Fourier

In questo paragrafo ci occuperemo della rappresentazione di funzioni somma-
bili definite su IR. Se una tale f non é periodica, non possiamo esprimerla
come la somma di una serie trigonometrica, perché tale somma é chiaramente
periodica. Tuttavia sostituendo la serie con un opportuno integrale possiamo

ottenere una rappresentazione non discreta di f.

Teorema 1 (Fourier) Se f € L'(IR) e se z, € IR € tale che sia verificata
la condizione di Dini (corollario 1, Cap.3) per qualche 6 > 0, si ha:

o) = 71T / T / :’o F(#) cos(M(t — z,))dt

Dimostrazione Sia r > 0 e poniamo:

I(r) = 71T [fax[ ;Oo (1) cos(A(E — ).

Dato che f € L'(IR), I(r) esiste come integrale di Lebesgue.
applicando il teorema di Fubini e ponendo v =t — x, otteniamo:

sin(rv)

dv.

1) =~ [ e o)

Dato che

/+°° sin(rv)

—00 v

dv=m,
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per ogni r > 0, ragionando come nel teorema 6, Cap.3, si ha:

I(r)—f(xo):l too f(wo +v) = 2f(z0) + f(xo —v)

™ Jo (%

sin(rv)dv.
Sia 6 > 0 un numero fissato. Scriviamo:

1) — f(z,) = 71T{/05+/6+°0} f(@o +0) = 2f(20) + 1@ =) 4y

(Y
= Ji+

Dalla condizione di Dini e dal lemma di Riemann-Lebesgue, J; — 0, per
r — +o00. Inoltre:

gy, = 71T/6+°° f(wo +v) + f(x, —v) sin(rv)dv — if(xo) /6+°° sin(rv)dv

(% v

= Jy+J;.
Ancora per il lemma di Riemann-Lebesgue J; — 0 per r — +oo. Dato che
sin(v)/v ¢ integrabile in senso generalizzato in [0, +o00[, operando nell’ultimo

integrale il cambiamento di variabile rv = ¢ é facile vedere che J? tende a
0 per » — 400 Da questo segue ’asserto.

OSSERVAZIONE Si osservi che 'integrale esterno nella (1) é un integrale
generalizzato, cioé:

/ / cos(A(t — z,))dt = lzmr_,+oo/ d)\/ t) cos(\(t — x,))dt.

In generale la funzione

g0 = [ 1) cos(A(t — )it

non ¢ assolutamente integrabile.

Il teorema seguente fornisce delle condizioni alternative per la rappresen-
tazione integrale di una funzione sommabile.
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Teorema 2 (Jordan) Se f € L'(IR) e se z, € tale che f € a variazione
limitata in [x, — 0,2, + 0|, per qualche § > 0, si ha:

GGt 00 fleo =00 == [ an [ () costMe - w)dt. (52

Omettiamo la dimostrazione. Osserviamo soltanto che se, oltre alle ipotesi,
f ¢ continua in x,, allora il primo membro di (2) diventa f(x,).

In analogia con quanto accade nella teoria delle serie di Fourier, é facile
mostrare che se f € L'(IR) verifica 'ipotesi del teorema 1 in z, ed é pari,
si ha:

f(zx,) = i/oﬁo cos(Az,) {/[:OO f(t) COS()\t)dt} dA\
mentre se é dispari,
) = i / " sin(\z) { ) sin(A)dt b dx

Lasciamo al lettore la prova delle relazioni precedenti.

ESEMPIO Calcolare, al variare di x € IR, lintegrale:
2 /+0° sin A cos(\x)
m Jo A

Soluzione Basta porre f(t) =1, |[t| <1; f(t) =0, [t/ > 1. In tal caso
f € pari e verifica le ipotesi del teorema 2, per ogni x € IR. Quindi:

dA.

2 /0 " WdA _ 2 /0 ™ cos(\r) { /0 M cos()\t)dt} d\

™ ™

= U0 - f -0}

1 selz|<1
= 0 selz|>1

1/2 selz| =1

Il teorema seguente fornisce una versione complessa del teorema 1.
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Teorema 3 Se f e =z, wverificano le ipotesi del teorema 1, si ha:

F@) = —(P.V) / o { ;OO f(t)e”“%)dt} dA, (5.3)

27 —00
dove (P.V) [T = limy_ 400 [Ny € il valore principale.

Omettiamo la dimostrazione.
Analogamente si ottiene la forma complessa del teorema 2.

5.2 La trasformata di Fourier. Prime proprieta

La definizione della trasformata di Fourier é contenuta nella formula (3),
insieme con la trasformazione inversa. Posto:

o) = [ rwear, f e L(R) (5.4)

in ogni punto z, nel quale é verificata I'ipotesi di Dini, si ha dalla (3):

fleo) =5,

™

(Pv) [ T (e dn. (5.5)
La (4) associa ad una f € L'(JR) una nuova funzione g che si chiama la
trasformata di Fourier di f, mentre la (5) esprime la f stessa in termini
della sua trasformata g e pud essere considerata quindi I'operazione inversa.

Per ottenere una maggiore simmetria formale tra (4) e (5), noi definiamo
la trasformata di Fourier come l'operatore ~ definito in L!'(IR) dalla:

e
¢ 1 oo —iXt
Fo) = \/%/_OO F()e™Mdt, Ae R (5.6)
L’antitrasformata di Fourier é invece la trasformazione inversa:
1 +oo . i\
f() = 7= (PV) Lm FO)ePdn, (5.7)

in ogni punto x ove sussista il teorema di Fourier.
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Si osservi che la somiglianza tra le formule (6) e (7) é solo formale. Mentre
la (6) é ben definita in L*(IR) la (7) non é sempre definita e sotto le ipotesi
del teorema 3, esiste come ”valore principale”.

Cominciamo con lo stabilire alcune semplici conseguenze della definizione

di .
Proposizione 1 Sia f € L'(IR). Sussistono le sequenti proprietd:
(1) Posto (m,.f)(t) = f(t+h), he€ IR, siha:

nf) =M, Ae R
(ii) Posto F(t) =e ™M f(t), h € R siha:
F(A) =f(A+h), \eR.
(iii) Posto G(t) =df(0t), 6 >0, siha:

G\ = f(\/6), AeRR.

(iv) Posto H(t) = f(—t), (H(t) = f(—t), se f € a valori complessi) si ha:

A~

HQ) = f(N), (HQN) =f(N), Ae R

v) feL®(R) ellflw < If]1-

Dimostrazione Le (i)-(iv) sono immediate conseguenze della definizione e
sono pertanto lasciate al lettore. La (v) segue subito dalla:

~ 1 oo .
FO < <= [ 1@l Nt = . A R

e quindi I’asserto.

Il teorema seguente mostra che f ¢ una funzione continua in IR, che
tende a 0 per |A\| — +o0.
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Teorema 4 La trasformata di Fourier 7~ 7 definisce una trasformazione
lineare limitata di L*(IR) in C,, dove

Co={9:IR— C:g écontinua e lim g(\) = 0}.

|A[—o0

Dimostrazione Per ogni h, A € IR si ha:

FA+h) — f / )[eht — 1dt.

FOv+1) = F0 < —= [l -1

Sia ora {h,} una successione qualsiasi tale che h,, — 0. Posto
g(t) = |f(®)|le™ —1], ne N, te R,

si ha g,(t) — 0 quasi ovunque per n — 400, ed inoltre, |g,(¢)| < 2|f(t)|. Es-
sendo f € L'(IR), utilizzando il teorema di convergenza dominata di Lebesgue,
si ha:

dim|fA+ha) — FN)] =0,

da cui segue la continuita di f , per arbitrarietd della successione {h,,}.
Proviamo ora che |f(A\)| — 0 per |A\| — 400. Questo é una estensione del
lemma di Riemann-Lebesgue. Si ha:

fo) = j;[:V@eWﬁ

_ 1 oo —iAt 1 oo —iMt
_ 2\/%/00 Flt)e dt+2m/m Ft)e M.

Posto, nell’ultimo integrale, t = u + 7 /A, A # 0, si ha:

f 1 —it
f()‘) 2\/% {f() f(t—i-ﬂ/)\)}@ dt
e quindi
; 1
fF(M] < Nrdh — f(t+7/N)|dt, X#£0.

Se |A] — 400, allora 7/\ tende a 0 e quindi I'asserto segue dal teorema 2
del Capitolo 2.
Infine é chiaro che

? >~ 7 & lineare cioé :

af + Bg(\) = af(\) + Bg(N),
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con \€ R, a,3€C, f,ge L' (R).

Concludendo, la (v) ci dice che 7 ~ 7 é una trasformazione lineare limitata

di L'(IR) in C,.

ESEMPI (a) Sia f(t) = e~ > 0. Si ha:

oy = A [T
V21 J—oo

B e " cos(\t)dt
s /0

1 2

V2m A+ 2

(b) Sia
_ )L ftf<a
ﬂ”—{o 1] > a
con a > 0. Si ha:

R 2 sin(\a)

. 1 R VN
fO) = o= [ e =

Osserviamo che in tal caso f & L'(IR).

a > 0.

(©) Sia £) = 7.

In tal caso utilizzando la teoria delle funzioni di variabile complessa, si ha:

. 1
FO) = \/Ze—al& A€ R,

a

(d) Sia f(t) = e ™", a>0.

In tal caso, si ottiene:

fN) = \/22_7r /0+OO e~ cos(\t)dt.

Derivando sotto il segno di integrale, si ottiene I’equazione differenziale:

~

FO) = 2 fN),
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ed inoltre é facile verificare che f(0) = 1/v/2a; pertanto f ¢ 'unica soluzione
del problema di Cauchy:

{ v + (t/2a)y =0
y(0) =1/V2a,

Da questo segue che .
_ 7€—>\2/4a.
5.3 Proprieta fondamentali della trasformata
di Fourier in IR

In questo paragrafo trattiamo delle principali proprieta della trasformata
di Fourier in IR.

Teorema 5 Sia {f,}, una successione di funzioni in L'(IR) convergente
in L*(R) ad una funzione f € L*(IR). Allora:

1fa = Fllso = 0, 1 — oo,

Dimostrazione E conseguenza immediata della linearita della trasformata
di Fourier e della (v) Proposizione 1.

Teorema 6 Sia f € L'(IR) NC'(R) e f' € L'(IR). Allora:
F'N) =iAf(N), Ae R (5.8)
(Cioé€ la trasformata di Fourier trasforma la derivazione nel prodotto per il ).

Dimostrazione Dall’ipotesi, possiamo scrivere:

ﬂ@:ﬂ@+4%@ﬂutem.
Dato che f' € L'(IR), si ha lim; 1 f(t) = 0.

Integrando per parti,

Vorfi(h) = [ o Fl(t)eMa

— i) /_ " p e May
= V2r(iA) f(N).
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OSSERVAZIONI (a) In generale se f € L'(IR)NC*(R), k€ IN, k>2,e
se fU) € L'(IR), per ogni j =1,...,k, siha:

— ~

FBA) = (AN (5.9)

(b) Tl teorema 5 sussiste anche se f é assolutamente continua, con f’ € L'(IR).

Corollario 1 Se f € L'(IR)NC*(IR), k € IN, e se f9) ¢ L'(IR), j =
1,...,k, st ha:

lim  |A[*[f(A)] = 0. (5.10)

| A|—-+o0

Dimostrazione Dalla (9), e dal fatto che f/@)(/\) — 0, |A] = 400, segue
I’asserto.

In particolare se f € C2(IR) N L'(RR) e f',f" € L'(IR), si ottiene f €
LY (R).

Il corollario 1 mette in luce che quante piu derivate ha la f, tanto pid
rapidamente f tende a 0, per |\| — 4oc0. Vale anche un ”viceversa’:

Teorema 7 Sia f € LY (IR); se la funzione g definita dalla g(t) = tf(t) €
in L'N(IR), f € derivabile e risulta:

') = =ig(\), AeRR. (5.11)

Dimostrazione Derivando sotto il segno di integrale, si ha:

d 400 . 400 .
- / F)eiMat = — / g(t)eMdt,

—0o0

da cui segue ’asserto.

In generale, se f € L'(IR), posto gp(t) = t"f(t), k € IN, k > 2, sc
g; € L*(IR), j=1,...,k, siha che f é derivabile k-volte ed inoltre:

FE) = —ikge(N), A€ R.

Il teorema seguente, del quale non riportiamo la dimostrazione, mostra
che la trasformata di Fourier é iniettiva.
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Teorema 8 Sia f € L'(IR). Se f(\) = 0, per ogni A € IR, si ha f(t) =
0 quasi ovunque in IR.

In particolare, se f(A) = §(\) per ogni A € IR, siha f =g in L'(R).
Teorema 9 (Formula di Parseval). Se f,g € L'(IR), si ha:

+oo . +o00
| Fgan = [ g0 fax (5.12)

—00 —00

Dimostrazione E una conseguenza del teorema di Fubini: si ha:

[ Fovean = oo o {7 e Naran
= [ rnaar

[e.9]

Siano f,g € L'(IR) e sia f % g, il loro prodotto di convoluzione in IR.
Sussiste il seguente importante:

Teorema 10 (Teorema di Convoluzione) Per f,g € L'(IR), si ha:
frg) =fNa(N), reR. (5.13)

Dimostrazione La dimostrazione é analoga a quella del teorema 6, Cap.2.

5.4 Inversione

Sia f € L'(IR). Se f verifica la condizione di Dini per ogni z € IR, il teorema
integrale di Fourier (teorema 3), fornisce una formula di inversione del tipo:

~

f(z) = ¢12—7T [Ti e wem

dove l'integrale é inteso nel senso del valore principale. Tuttavia é spesso
utilizzato il seguente teorema, del quale non daremo la dimostrazione.

Teorema 11 Se f, f € L'(IR), si ha:

o) = \/12_71' / ;°° FO eMdy, qoze R, (5.14)

dove ['integrale € inteso nel senso di Lebesgue. Inoltre se f € continua la
(14) vale ovungue in IR.
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Corollario 2 Siano f,g € L'(IR). Se g € L'(IR), si ha:

~

(Feata) = <= [ TFO0) edan (5.15)

quast ovunque in IR.

Dimostrazione Per il teorema 10 si ha f/*\g = f g, ed esiste una costante
M > 0 tale che || f]joc < M. Pertanto risulta:

1f gl = [lfgllx < Ml|g]s-

L’asserto segue dal teorema 11.

5.5 Alcune applicazioni alla teoria dei segnali

In questo paragrafo interpreteremo una funzione f, continua in IR, come un
segnale. In tal caso f pué essere riguardata come la funzione frequenza del
segnale f. Essa rappresenta il cosiddetto spettro di f.

Un segnale f si dice a banda limitata in un intervallo [—a,a], a > 0, se
F(A) =0 per [\ > a, cioé I'insieme delle frequenze di f é limitato.
Sia w € IRt un numero fissato e sia f un segnale a banda limitata in
[—mw, mw]. Il classico Sampling Theorem stabilisce che f pué essere ricostrui-
to completamente usando i valori ”campione” f(k/w), k € Z, calcolati nei
"nodi” k/w ugualmente spaziati sull’intero asse reale, attraverso la formula:

ft) = f:o f(k/w)sinc|[m(wt — k)], te€ R, (5.16)

k=—o00

dove sinc t = (sint)/t.

Questo teorema, attribuito a vari autori, (i nomi piu accreditati sono
quelli di Whittaker (1915), Kotel'nikov (1933), Shannon (1940)), é risultato
di fondamentale importanza nella teoria dei segnali, anche se da certi punti di
vista non sembra di grande utilitd. Ad esempio, la (16) mette in evidenza che
per ricostruire il segnale f all’istante t,, occorre conoscere valori campione
f(k/w) mnon soltanto nel "passato”, ma anche nel ”futuro”, cosicché nella
"predizione” dei segnali, questa formula appare del tutto inefficace. Un’altra
restrizione é costituita dal fatto che la (16) sussiste per segnali a banda
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limitata, anche se nella pratica questa assunzione é normalmente utilizzata,
senza compromettere la validita dei modelli matematici.

Tratteremo qui una impostazione generale del problema della ricostruzione
dei segnali, non necessariamente a banda limitata, che é stata introdotta re-
centemente da P.L.Butzer. In questo assetto la (16) sard verificata in un
senso approssimato, ma utilizzando di fatto un numero finito di campioni. Il
trucco sta nel sostituire la funzione ” sinc” con altre che abbiano un supporto
compatto.

Indicheremo qui, come al solito, con C lo spazio di tutte le funzioni
f: R — IR uniformemente continue e limitate, con 'usuale norma || f||e =
sup,. r | f(t)]. Indicheremo poi con C") lo spazio delle funzioni f € C tali
che esiste la derivata r-esima, » € IN, e f(" € C. Infine indicheremo con
C.(R) e CU(IR), r € IN, isottospazi di C e C") costituiti dalle funzioni
a supporto compatto.

Se ¢ € C.(IR) ed f € C, poniamo:

(S2F)(t) = fjo Fk/w)p(wt — k), te R, w>0. (5.17)

k=—o00

Osserviamo che poiché ¢ ha supporto compatto, ¢’é un intervallo [—a, a] tale
che p(t) = 0 se [t| > a. Questo implica che la serie nella (17) ha solo un
numero finito di termini diversi da zero, quelli per i quali wt — k appartiene
al supporto di ¢. Questo implica anche che S¥, € C, per ogni w > 0; inoltre:

152 llo0 < mo(@)1 f oo, (5.18)

dove m,(¢) = supyep i oo lp(u — k)| < 400.

ESERCIZIO Provare la (18) e dimostrare che m,(¢) < +o0.

Sussiste il seguente:

Teorema 12 Sia ¢ € C.(IR) tale che:

Jio olu—k)=1, ueR. (5.19)

k=—00

Se f: IR — IR € una funzione continua in t, € IR, allora:

wEr_il:lOO(S«if) (to) = f(to)' (52())
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Se f € C, allora:
Jim (S5~ fll =0, (5.21)

cio€ S € uniformemente convergente ad f per w — +o00.

Dimostrazione Proviamo la (20). Dato ¢ > 0, per la continuitda di f in
t,, esiste 0 > 0 tale che :

[f(to) = f(k/w)| <e,

se |t, — k/w| < d. Se w > 0, scriviamo, per la (19):

|f(to) = (S5) ()] = |;§i:o fto)p(wt, — k) ;;_: f(k/w)p(wt, — k)|
< kE_: |f(to) = f(k/w)|l(wt, — k)]
= §+Z |f(to) = f(k/w)lle(wt, — k)]
= I + I,

dove 32(;) ¢ la sommatoria estesa a tutti i k& € Z tali che |wt, — k| <
dw, mentre 3 2) é estesa ai k € Z tali che |wt, — k| > ow.

Ora I < e lo(wt, — k)| < & my(p). Inoltre tenendo fissato il § >
0, possiamo scegliere w > 0 cosi grande che il supporto di ¢ sia contenuto
n [—ow, dw|. In tal modo I = 0 e da questo segue la (20).

La (21) segue in modo analogo, tenendo conto del fatto che essendo f €
C(IR), il 0 pud essere scelto indipendentemente da t.

Corollario 3 Supponiamo che sussistano le condizioni del teorema 12. Se,
in pit, ¢ ha supporto compatto in |0,+oo[, allora, in ogni punto t, di
continuitd di f risulta:

lim (S9)(t,) = lim > f(k/w)e(wt, —k) (5.22)
w—+400 w—+00 (k/w)<to
= f(tO)-

Nella (22) la sommatoria é ora estesa a tutti i k tali che k < t,w.
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Dimostrazione Dato che il supporto di ¢ é contenuto in |0, +oo[, @(wt, —
k) =0 se k/w > t,. Pertanto:

(S2)(te) = > flk/w)e(wt, — k).

]C/’w<to

L’asserto segue dal teorema 12.

La (22) é importante poiché consente di predire il segnale in ¢, usando
solo un numero finito di ”campioni” scelti nel "passato” di ¢,. Osserviamo
anche che la (19) é necessaria per la (21), nel senso che se vale la (21) per ogni
f € C, allora sussiste la (19). Pertanto é utile avere a disposizione alcune
condizioni sulla ¢, in modo che valga la (21) e, soprattutto, siano agevoli da
controllare. A tale scopo enunciamo il seguente:

Teorema 13 Se ¢ € C.(IR), la condizione (19) é equivalente alla:

V2rp(2rk) :{ (1) sfzek;ke:ZO \ (0} (5.23)

Dimostrazione E omessa. Essa si basa sulla formula di Poisson :

+oo +00
Y plu—k)= Y p2mk)e™,

k=—oc0 k=—o00

Il

dove = significa che la seconda serie é la serie di Fourier della funzione
(1-periodica) a sinistra.

ESEMPIO Se n € IN, definiamo le funzioni central B-splines, ponendo:

M,(t) = (n_ll)! ;(—1)3' < 7; ) <Z +t—j)n_1,

_l’_

dove, se z € IR, r € IN, abbiamo posto z', = maxz{z",0}.
Se n = 2, otteniamo per esempio la funzione:

Mft) = { 0, t| >0
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mentre, se n = 3,:

1 3)\2 _ 3 1)2 1
5(|ﬂ+§) ;2(|ﬂ+2), 1l <3

Mo =15 (=l +3)", <l <3
0, t> 3

E possibile mostrare che per n > 3 vale la formula ricorsiva:

((n/2) +t)My—1(t+1/2) + ((n/2) —t)M,,—1(t — 1/2)

M, = .
(?) n—1
Inoltre risulta:
Moy = A2 ek e, (5.24)
/2
e quindi si ha:
_ — 1
M,27k) =0, ke Z\{0}, M,(0)=—.
(2k) (0}, T =

Allo scopo di studiare 1'ordine di approssimazione nella (21), introducia-
mo la notazione seguente: se r € IV \ {0}, poniamo:

“+o00

me(p) =sup > |u—k|"|p(u— k)|,

uclR k=—00

dove ¢ € C.(IR).
sussiste il seguente:

Teorema 14 Sia ¢ € C.(IR). Supponiamo che per qualche r € IN  risulti:
= : 1, j=0
_ J _ — ) )
k;oo(“ kyplu = k) { 0, j=1,2,...,r—1 (5.25)

per ogni u € IR. Allora:

my T -
1 = Sglle < D 0 (5.26)

per f €C", w > 0.
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Dimostrazione Applichiamo alla f la formula di Taylor con il resto integrale
d’ordine 7 :

= f(h) (t) h 1 “ T r—1
S = 3 =0+ =y [0 =)y

Pertanto:

(SO - £ = S Flk/w)plwt - k) — £(2)

k=—o0

+oo r—1 f‘(h) (t)

- k:zi (r_ll); {/tk/w FO ) ((k/w) — y)”dy} p(wt — k) — f(1).

per ogni t € IR. Da questo segue la (26).

Osserviamo che una condizione equivalente alla (25) per funzioni ¢ €
C.(IR), é espressa dalla seguente:

' 1/V2r, k=j=0
oW (2rk) = { 0, ke Z\{0}, j=0 (5.27)
0, keZ, j=12...1-1

ESEMPIO Se r = 2, il nucleo:
wa(t) = 3May(t — 2) — 2Ms(t — 3),
verifica (27). Inoltre, in tal caso, m,(pq)/r! < 15, e:
If = S5 flloo = O(w™?),  w — +o0.

Se r = 3, possiamo prendere:

oo(t) = ;{47M3(t 9) — 62Ms(t — 3) + 23Ma(t — 4)}.

In tal caso, m,(p3)/r! < 54, e:
If = S5 flloo = O(w™),  w — +o0.

La costruzione di tali funzioni si basa sulla risoluzione di sistemi lineari in
campo complesso la cui formulazione esula dalla trattazione presente.
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5.6 Il problema di Dirichlet per il semipiano

Il problema consiste nel determinare la distribuzione di temperatura su una
lamina bidimensionale infinita, assimilabile ad un semipiano, nota la tem-
peratura lungo il bordo. Se u(x,y), (x,y) € IR x IR", rappresenta la
temperatura nel punto (z,y), e se f : IR — IR ¢ la distribuzione iniziale
di temperatura sull’asse x, il problema consiste nel determinare la soluzione
dell’equazione:

Pu  0*u

Au= —+— =

ox?  Oy?
in IR x IR* con una condizione iniziale del tipo u(z,0) = f(x), z € IR.
I1 metodo che seguiremo fard uso della trasformata di Fourier in IR (questo
dipende dalla forma del dominio di u(z,y)).

u 0%u ou 24 :

Supporremou € CQ(BXR+) COHU(',y), g?(vy)a %(JJ% %(7y)7 g?(ﬁy) n
LY(IR), ed inoltre:

0

(+) lluC, )|l < M, per ogniy € IRT, per qualche M > 0.

(++) Esistono funzioni g,h € L'(IR) tali che:

per ogni (z,y) € IR X IR™.

Infine, interpreteremo il dato al bordo, supponendo f € L'(IR) e :

lim {lu(-,y) = f()]l = 0. (5.28)

y—07T

Applichiamo ora la trasformata di Fourier alla funzione u(-,y) come funzione
. . 2 . .
di . Usando il fatto che u, 2%, 2% ¢ L(IR) rispetto ad z, otteniamo:

dx’ Bx?
u 2
8x2()\’y) =-=XNu(\y), AeR, y>0. (5.29)

Inoltre dalle (++), usando un teorema di derivazione sotto il segno di inte-
grale, si ha:

0%u 0%
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L’equazione Au = 0 diventa allora:

0%

@(Aw Na(\y) =0, AX€R, y>0. (5.31)

La (31) é una equazione differenziale ordinaria, dipendente dal parametro,
la cui funzione incognita é z(y) = u(\,y). L’equazione é lineare del secondo
ordine a coefficienti costanti (rispetto ad y). La soluzione generale é allora:

. [ AN +BN)e M A £0
“%w_{A@+Bmw A=0,

dove A(N\), B(XA) sono coefficienti (dipendenti dal parametro A). Occorre
ora determinare A(\), B(\).

Dalla (+), |a(A\,y)] < M, per ogni A € R, y € R" e quindi per y —
+00, A(A\)=0,se A>0, B(A\) =0, se A\<0.

Inoltre la (28) si trasforma nella (teorema 5):

lim [[(A,y) — F(N) oo = 0.
y—0t

Ci6 implica che A(X) + B(A\) = f()\), per ogni A € IR; pertanto se u(z,y) é
una soluzione del problema, la sua trasformata di Fourier é data da:

a(\y) = fNe ™ e R, y>o. (5.32)

Poiché 4(-,y) € L'(IR), usando il teorema 11, otteniamo:

1 +o0 P »
u(z,y) = —— e YA F(N)eraN.
vV 21 J—o0

Adoperando il risultato dell’esempio c¢) del paragrafo 2, ed il corollario 2,
otteniamo infine:

y/*“fx—s

5.33
y? + 52 ( )

E facile ora verificare direttamente che (33) é soluzione dell’equazione Au =
0, con il dato iniziale stabilito. L’integrale nella (33) si chiama integrale
singolare di Poisson-Cauchy.
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